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Resumo

Esta dissertacao aborda temas ligados a pratica da informatica na educagao, inter-
pretacao e producao de comandos que relacionam a légica de programacao com contetudos
matematicos. Fizemos uma discussao sobre a importancia da informatica na educagao
e os beneficios que podem trazer para as aulas, se usada adequadamente. Abordamos o
software X-LOGO, suas potencialidades, limitacoes e alguns cuidados que devemos tomar
ao utiliza-lo nas aulas de Matematica. Fizemos conjecturas de modelos matematicos no
programa e justificamos alguns resultados encontrados. Trabalhamos as primitivas e co-
mandos deste software com procedimentos légicos que fizemos. Criamos procedimentos
logicos que somam niimeros impares; somam niimeros naturais; identificam se um niimero
natural é ou nao primo através dos seus divisores; também criamos procedimentos que
usam o Método de Heron para aproximar raizes quadradas; que constroem poligonos
regulares através da recursividade; que calculam o MDC de dois nimeros utilizando o
Algoritmo de Euclides; geram nimeros palindromos (capicuas) também por algoritmo re-
cursivo; identificam as Desigualdades das Médias num circulo de raio qualquer. Também
utilizamos o programa para estudar a Desigualdade Triangular, a partir de conjecturas
o mesmo ocorreu com os Circulos Tangentes de Ford. Alguns dos temas nés tratamos
com uma atencao especial, trabalhando mais exemplos, fazendo provas das conjecturas
utilizando o Principio da Inducao Matematica para justificar.

Palavras-chave: Conjecturas Matematicas. X-LOGO. Légica de programacao.



Abstract

This dissertation addresses topics related to the practice of computing in education,
interpretation and production of commands that relate programming logic to mathema-
tical content. We discussed the importance of computer science in education and the
benefits it can bring to the classroom, if used properly. We approach the X-LOGO soft-
ware, its potentialities, limitations and some precautions that we must take when using it
in Mathematics classes. We conjecture mathematical models in the program and justify
some results found. We worked on the primitives and commands of this software with
logical procedures that we did. We create logical procedures that add odd numbers; add
natural numbers; identify whether or not a natural number is prime through its divisors;
we also create procedures that use the Heron Method to approximate square roots; which
construct regular polygons through recursion; that calculate the MDC of two numbers
using the Euclidean Algorithm; generate palindromes (capicuas) also by recursive algo-
rithm; identify the Inequalities of Averages in a circle of any radius. We also used the
program to study Triangle Inequality from conjectures, as did the Ford Tangent Circles.
Some of the themes we deal with with special attention, working more examples, making
proofs of the conjectures using the Principle of Mathematical Induction to justify.

Keywords: Mathematical Conjectures. X-LOGO. Programming logic.
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INTRODUCAO

0.1 JUSTIFICATIVA

Este trabalho é direcionado a professores de Matematica da educacgao basica, en-
sinos fundamental II e médio, na tentativa de facilitar o ensino dos nimeros racionais,
mostrando as relagoes através das quais estes se apresentam, desde as representagoes (figu-
ras), formas fraciondarias e decimais, porcentagem e dizimas periddicas. A aplicagao desta
metodologia tem por objetivo apresentar ao educando as relagoes existentes as varias for-
mas de se representar um numero racional. entre as que desejam quebrar a rotina das
aulas utilizando o software X-LOGO, e buscam uma referéncia com algumas atividades
para desenvolver em sala de aula. Aqui este professor ird encontrar sete temas que en-
volvem Geometria e Algebra. Obviamente os temas nao poderdo ser desenvolvidos em
sua totalidade, haja vista que ha discussoes que excedem o conteudo do ensino basico,
exceto para alunos mais avancados, ou que fazem parte de grupos de treinamento para
Olimpiada de Matematica, ou de Iniciacao Cientifica. Contudo a parte pratica pode ser
trabalhada na integra.

Segue como sugestao inicial que o professor faca uma introducao do programa,
falar de seus comandos, primitivas, procedimentos e interpretacao deles, a fim de que os
trabalhos nao sejam apenas mecanizados e possam entender em cada passo o que esta
acontecendo no processo. Entretanto, se o professor dispor de um tempo muito curto
para atividades extra-curriculares, sugiro que os comandos e primitivas sejam inseridos
de acordo com a sua necessidade e utilizagao. Com isso ele ganha tempo para as atividades
que considera mais relevantes.

Inserimos neste trabalho alguns temas que podem servir para uma eventual ini-
ciacao a programagao basica na segao, e outros que misturam conteidos matematicos
com légica de programagao na subsegao. Eles podem ser desenvolvidos com alunos dos
primeiros anos do Ensino Fundamental II e Ensino Médio.

A seguir apresentaremos os temas que desenvolvemos neste trabalho e o nivel do ensino

béasico em que eles podem ser tratados.

e Os comandos e a intrepertacao deles no X-LOGO, descritos no capitulo 1 podem ser



trabalhadas a partir das séries iniciais do Ensino Fundamental I o que pode inclusive

auxiliar na percepgao geométrica dos discentes.

e No capitulo 2 O Método de Heron para aproximar raizes quadradas, é muito eficiente
e simples, podendo ser trabalhado com alunos do sexto ano do ensino fundamental

IT. A demonstracao do método é exclusivamente para o professor.

e Os poligonos regulares podem ser trabalhados com alunos a partir do sexto ano do

ensino fundamental.

e O Algoritmo de Fuclides no capitulo pode ser desenvolvido com alunos a partir
do sexto ano do ensino fundamental, exceto a demonstracao, logo apds inserir o
conceito de Maximo Divisor Comum. Normalmente nesta série os livros didaticos
trazem apenas o método da fatoragao ou o método dos divisores comuns. Introduzir
o Algoritmo de Euclides com o computador pode se encaixar como atividade com-
plementar. Ja a parte da demonstragao pode ser trabalhada com alunos de perfil

diferenciado.

e A atividade sobre nimeros palindromos na secao também podem ser tratada com
alunos a partir do sexto ano do ensino fundamental. Aparece neste momento mais
uma vez a oportunidade do professor utilizar o editor de texto para escrever os
procedimentos. Este é um pouco mais complexo, mas colocamos um passo a passo
explicando cada bloco de cédigo para facilitar o entendimento. E importante que
este passo a passo também seja feito com os alunos, principalmente se os alunos

forem iniciantes no programa.

e A parte que trata da Desigualdade Triangular no capitulo 1.2.2 pode ser trabalhada
com ensino fundamental, exceto a discussao sobre o angulo de giro, que utiliza a lei

dos cossenos, esta aconselhamos que seja feita com alunos de ensino médio.
e A desigualdade das médias é preferivel tratar apenas com alunos do ensino médio.

e Os (Clirculos Tangentes trabalhado no capitulo 2 foi dividido em trés partes, a saber,
a pratica, conjectura e a parte tedrica. A parte pratica e a conjectura pode ser tra-
tada com alunos do Ensino Médio, ja a demonstragao de que os pontos de tangéncia
sao racionais fizemos exclusivamente para o professor, mas isto nao impede que estas
atividades sejam feitas com alunos mais avancados, desde que tenham maturidade

suficiente para entender estes temas.

Vale ressaltar que a maior parte das figuras deste trabalho foram construidas no

Geogebra, isto ocorreu porque o X-LOGO exporta figuras de baixa resolucao, o que



dificulta a visualizagao do leitor. Por esta razao optamos por utilizar o Geogebra para
construgao da maior parte das figuras. Isto também justifica o fato de que algumas figuras
extraidas do X-LOGO foram resultados de print da tela do computador, o que também
compromete a qualidade da visualizacao.

Outra consideracao importante sobre este trabalho é que durante o texto toda a
vez que escrevemos um comando ou primitiva optamos por destacar em italico para evitar

confusoes com as demais abordagens do texto.

0.2 OBJETIVOS

0.2.1 OBJETIVOS GERAIS

e Estimular o estudo da matemaéatica promovendo o desenvolvimento da autonomia,
raciocinio légico-matematico, possibilitando ampliacao no conhecimento e no desen-
volvimento dos alunos das séries finais do ensino fundamental e também do ensino

médio.

0.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Fazer conjecturas para solucao e generalizacao de problemas matemaéticos.
e Utilizar o software X-LOGO como ferramenta para inserir contetidos matematicos.
e Trabalhar técnicas e estratégias de resolucao de problemas.

e Utilizar a informatica como ferramenta para o ensino de matemaética na educacao

basica.

e Introduzir conceitos basicos de programacao afim de agucar o raciocinio légico dos

alunos, bem como tentar despertar interesse sobre o tema.
e Promover o estudo de ferramentas do software X-LOGO.

e Estimular a criatividade dos discentes, bem como a iniciativa pessoal.

0.2.3 USO DE SOFTWARES EDUCACIONAIS E APLICA-
TIVOS

Deixamos este subitem para fazer uma reflexao acerca do uso de softwares aplica-

tivos em sala de aula, suas vantagens e desvantagens na utilizagao, como recurso didatico,



bem como, a necessidade de ampliar as ferramentas para facilitar o ensino-aprendizagem
de Matematica.

A geracao atual de discentes é imediatista, o que explica, em parte, a evidente
insatisfacao com as aulas ditas "tradicionais”, ou seja, aulas expositivas nas quais sao
utilizados apenas o quadro e o giz. Eles julgam esse tipo de aula como sendo pouco
dinamica. Na verdade muitos deles ficam horas nas redes sociais, mas nao tem paciéncia
de ficar uma hora estudando Matematica. Neste contexto, cabe ao professor alertar
seus alunos que a Matematica nao se aprende num unico dia. O conhecimento deve ser
construido gradativamente. Deve-se estudar um pouco a cada dia para fixar o aprendido
e também agregar novos conhecimentos ao que ja se sabe. Ninguém aprende violao hoje
e amanha comeca a tocar numa banda de sucesso. Um dos motivos para o fracasso dos
alunos nas avaliagoes internas e externas é o fato de estudarem, apenas, as vésperas das
provas. Eles aprendem o que acham necessério para si, e para eles a matéria da prova so é
necessaria quando a avaliagao se aproxima. Na verdade, nosso objetivo aqui nao é discutir

“... A aprendizagem

o fracasso escolar, mas vale lembrar o que diz Alicia Fernandez:
acontece em um vinculo, se ela é um processo que ocorre entre subjetividade, nunca uma
unica pessoa pode ser culpada. A culpa, o considerar-se culpado, em geral, estd no nosso
imagindrio...” (2001, p.321). Quadros et al (2015) em Causas e consequéncias do fracasso
escolar: no inicio da escolaridade, destaca a motivacao do alunos como um dos seis
determinantes para o fracasso escolar: o contexto economico e social, o contexto familiar,
o contexto educacional, os professores, o fracasso no interior da escola e a motivacao do
aluno. Assim o aprender por aprender nao existe: os alunos precisam saber para que e por
que precisam saber determinado assunto. Atualmente os alunos motivam-se apenas com
a tipica aprendizagem utilitdria, isto é, so se aprende se for 1til, necessario para entrar no
mercado de trabalho, visando ao retorno financeiro.

A internet invade nossos lares com todas as suas cores, seus movimentos e sua
velocidade, fazendo o inacessivel tornar-se acessivel, como navegar pelo corpo humano e
visualizar a Terra do espaco sem sair do lugar. E dificil, portanto, prender a atencao do
aluno em aulas feitas com conjunto lousa + professor. Entao, por que fazemos o mesmo
quando se podemos fazer diferente? Uma vez que os alunos gostam tanto de aulas que
utilizam a tecnologia, por que nao aproveitar essa oportunidade e usa-la a nosso favor?
A aula pode entusiasmar os alunos de maneira ao menos parecida com que sao excitados
pelos jogos e filmes de alta qualidade e com efeitos especiais.

A escola precisa modernizar-se a fim de acompanhar o ritmo da sociedade e nao se
tornar uma instituicao fora de moda, ultrapassada e desinteressante. Embora lentamente,
ela estd fazendo isso. Saber que o aluno aprende com o que lhe prende a atencao todos

sabem. A questao é: estao os professores, as escolas e os sistemas de ensino preparados



para tal mudanca? Aulas modernizadas pelo uso de recursos tecnolégicos tém vida longa
e podem ser adaptadas para varios tipos de alunos, para diferentes faixas etarias e di-
versos niveis de aprendizado. O trabalho acaba tendo um retorno muito mais eficaz. E
importante, no entanto, que haja nao apenas uma revolugao tecnoldgica nas escolas. E
necessaria a revolugao na capacitacao docente, pois a tecnologia é algo ainda a ser desmis-
tificado para a maioria dos professores. Existe uma infinidade de programas disponiveis
para atividades interativas e jogos; porém, alguns professores nao sabem como utiliza-los.

Utilizar o computador em sala de aula é o menor dos desafios do professor: utilizar
o computador de forma a tornar a aula mais envolvente, interativa, criativa e inteligente é
que parece realmente preocupante. O simples fato de transferir a tarefa do quadro para o
computador nao muda uma aula. E fundamental que a metodologia utilizada seja pensada
em conjunto com os recursos tecnolégicos que a modernidade oferece. O filme, a lousa
interativa, o computador, etc., perdem a validade se nao se mantiver o objetivo principal:
a aprendizagem. De acordo com Giraldo et al: ”...evidenciar aos estudantes a necessidade
de construir argumentos matematicos, e evitar que eles atribuam ao computador um
estatuto de verdade matematica...”. Entendemos com isto que as proprias limitacoes que
os softwares possuem servem como argumento de necessidade de fazer uma justificativa
matematica.

O conhecimento tem presenca garantida em qualquer projecao que se faca do fu-
turo. Neste contexto, cabe a escola ampliar o conhecimento como espaco de realizagao
humana, de alegria e de contentamento cultural; selecionar e rever criticamente a in-
formacao; formular hipoteses; ser criativa e inventiva. Inovar, planejar se a médio ou lon-
gos prazos, fazer sua propria reestruturacao curricular O uso de tecnologias na disciplina
Matematica torna-se, a cada ano de certa forma obrigatério, porque ha uma necessidade
cada vez maior de mostrar aos alunos, que a matematica que eles véem em sala de aula
tem aplicacoes em diversos ramos do conhecimento.

De acordo com Giraldo et al:

"E importante destacar que, no encaminhamento proposto acima, nao é
papel do computador converter-se em um critério para verificar ou confirmar
a validade matematica da solucao. O papel fundamental do computador é
o de motivar conjeturas e indicar caminhos para a solucao do problema e
para a generalizacao desta solugao, além de enriquecer a compreensao desta
solucao por meio da articulagao entre as representagoes algébrica e gréafica. A
validade ou nao da solugao devem ser baseadas exclusivamente em critérios de

argumentacao matematica...” (GIRALDO et al, 2012, p. 44)

Segundo o autor primeiro deve-se partir da exploracao de um exemplo particular no

ambiente grafico, o que nos permite chegar a uma conjectura sobre a solugao do problema.



Em um segundo momento, verifica-se matematicamente a validade desta conjectura. Em
seguida, deve-se voltar ao computador para a interpretacao grafica do resultado.
Finalmente, generalizamos o resultado, por meio de argumentos matematicos. To-

dos estes passos estao ilustrados a seguir na figura !.

Figura 1: O papel do computador na exploracao inicial e na interpretagao dos resultados

computador verificacao computador generalizagao
exploraco inicial {wesp| matematica |mesp| inferpretacio || matematica
conjecturas do problema da solugdo da solucao

O nosso trabalho foi influenciado parcialmente pelo modelo proposto por Giraldo,

isto esta bem claro no capitulo 2.

'FONTE: GIRALDO, Victor; et al. Recursos Computacionais no Ensino de Matemdtica. Colecio
PROFMAT. 1° edigao. Rio de Janeiro. Sociedade Brasileira de Matematica. 2012. p. 44



1 Numeros Racilonais



1. INTRODUCAO

Chamamos nimero racional a qualquer nimero que possa ser colocado como razao
a/b entre dois numeros naturais, sendo b diferente de 0. O software X-LOGO é um
interpretador LOGO escrito em java que, atualmente, roda em 8 idiomas: alemao, arabe,
frances, inglés, espanhol, portugués, galés e esperanto. Distribuido sob licenca GPL, é
um software livre e gratuito. Sua licenca pode ser encontrada na internet.

Esta linguagem desenvolvida nos anos 70 por Seymour Papert !. Ela é excelente
para iniciar os estudos de programacao, e ensina o basico sobre temas como loops (lagos),
condicionais, procedimentos, etc. O usuario pode mover uma tartaruga dentro de uma
janela, usando comandos simples como “parafrente”, "paratrds”, "paradireita”, ou suas
abreviagoes, respectivamente, "pf”, "pt” e "pd” entre outros comandos. Com cada mo-
vimento, a tartaruga deixa ou nao um “rastro”atras de si (desenha uma linha) e desta
maneira se criam desenhos. Também é possivel lidar com palavras e listas. Ele é um
software de Matematica Dinamica que une diversos campos da Matematica como por
exemplo: Geometria, Algebra e Célculo Diferencial e Integral. Markus Hohenwarter e
uma equipe internacional de programadores auxiliaram no desenvolvimento deste soft-

ware, para aprender e ensinar matematica nas escolas. Os conceitos matematicos podem

!Seymour Papert (Pretéria, 1 de Marco de 1928 — Blue Hill, Maine, 31 de julho de 2016) foi
um matematico e proeminente educador estadunidense nascido na Africa do Sul. Lecionava no Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT).Papert estudou na Universidade de Witwatersrand, gradu-
ado em 1949 e obteve um PhD em matema&tica em 1952. Recebeu outro titulo de PhD, também
em matematica, na Cambridge University em 1959, onde foi orientado por Frank Smithies.Ele foi
o tedrico mais conhecido sobre o uso de computadores na educacao, um dos pioneiros da inte-
ligénciahttps://www.overleaf.com/project/5c47895c¢9104dd239b5499eb artificial e criador da linguagem
de programacgao LOGO (em 1967), inicialmente para criangas, quando os computadores eram muitos
limitados, nao existia a interface grafica e muito menos a internet. Na educagao, Papert cunhou o termo
construcionismo como sendo a abordagem do construtivismo que permite ao educando construir o seu
préprio conhecimento por intermédio de alguma ferramenta, como o computador, por exemplo.Desta
forma, o uso do computador é defendido como auxiliar no processo de construgao de conhecimentos, uma
poderosa ferramenta educacional, adaptando os principios do construtivismo cognitivo de Jean Piaget a
fim de melhor aproveitar-se o uso de tecnologias.Papert morreu em sua casa em Blue Hill, Maine, em 31
de julho de 2016.



ser solidificados com este programa, por exemplo para construirmos um triangulo, preci-
samos conhecer os conceitos de angulo externo, condigao de existéncia de triangulos, sem
0s quais nao poderemos formar a figura. Trabalhamos alguns comandos e interpretacao

deles de forma dinamica.

1.1 COMANDOS E INTERPRETACAO

Antes de comecar a tratar dos comandos e suas interpretacgoes, é importante lem-
brar que quando eles surgirem no texto destacaremos em italico. O X-LOGO permite
que certos eventos sejam disparado por comandos internos, esses comandos sao chama-
dos primitivas. Cada primitiva pode ter um certo nimero de parametros os quais sao
chamados argumentos. Por exemplo, a primitiva ”ld”, que limpa a tela de desenho, a
primitiva "dt”, faz com que a tartaruga desapareca, essas primitivas nao exigem nenhum
tipo de argumento, enquanto que a primitiva “parafrente” ou "pf” exige um argumento,
por exemplo, pf 30 faz a tartaruga andar 30 passos para frente.

As primitivas pf e pd tem uma importancia especial para o nosso trabalho, pois a
primeira traz a ideia de segmento e a segunda de angulo de giro.

Os argumentos no LOGO sao de trés tipos:

1. Palavras: Sao sinalizadas pelo simbolo aspas (7). Um exemplo de primitiva que
utiliza uma palavra como argumento é a primitiva mostre. mostre ”Oi devolve Oi.
Note que se por acaso este simbolo for esquecido o interpretador retornara com uma
mensagem de erro. De fato, o comando mostre espera um argumento, sendo assim
para o interpretador a palavra (Oi), por exemplo nao significard nada, uma vez que
nao é um numero, uma comando, uma lista, ou qualquer outra coisa definida em um
procedimento. Ela deve ser acompanhada do simbolo aspas () para que o programa

a interprete como parte de uma procedimento ou lista.

2. Listas: Sao argumentos definidos entre colchetes. Por exemplo, o comando repita
4[pf 100 pd 90] iré repetir 4 vezes o processo de andar 100 passos de tartaruga para
frente e virar 90° para a direita, tendo como resultado um quadrado de lado 100
passos de tartaruga. No apéndice deste trabalho estao alguns procedimentos para

consulta.

3. Nameros: eles podem ser qualquer das trés variacoes de argumento, pois algumas
primitivas exigem numeros como argumento, por exemplo: pd 100, a tartaruga
vira 100° para direita. Eles sao tratados em algumas instancias como um valor
numérico por exemplo: pt 100, a tartaruga percorrera 100 unidades de passos de

tartaruga para trds e em outros casos sao tratados como palavra, por exemplo:
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mostre évazio? 12, o programa julgara se a palavra seguinte é verdadeira ou falso,

neste caso escrevera falso.

1.1.1 EXEMPLOS DE COMANDOS

Nesta secao listamos alguns exemplos de comandos. E ébvio que nossa intencao
aqui nao € esgotar todos os comandos, e sim trazer a funcionalidade de alguns que foram

utilizados neste trabalho e outros que chamam atencao por suas particularidades.

REPITA

Este comando é muito pratico para procedimentos logicos, porque evita que se
escreva mais de uma vez uma sequéncia logica de procedimentos. Abaixo esta um exem-
plo de como construir um quadrado de uma vez s6. Este comando como o nome mesmo
diz, repete o procedimento escrito entre parénteses a quantidade de vezes que foi pré-
determinada. Observe que, durante o passo-a-passo da construcao (subitem 777777)
escreveu-se quatro vezes o comando pf e se desejarmos que a tartaruga volte a posicao
inicial, se escreverd também 4 vezes o comando pd 90, caso contrario digitando trés vezes
este comando sera suficiente para se construir o quadrado. Por esta razao escreveu: repita

4[ pf 100 pd 90]. O detalhes da construcao do quadrado estdo apresentados na segao
PPV

ROTULE

Este comando faz com que seja escrita uma mensagem, simbolos ou palavras na
area de transferéncia. Resolvemos fazer um texto que pisca com a frase BOM FIM DE
SEMANA para tanto basta escrever na caixa de entrada:
repita 8000 [mudecl verde rotule [BOM FIM DESEMANA] mudecl vermelho rotule [BOM
FIM DESEMANA] mudecl branco rotulel BOM FIM DESEMANA]]

O efeito visual sera como se o texto estivesse piscando em cores diferentes, mas na verdade
o que o programa faz é pintar o texto alternadamente nas cores vermelho, branco e verde,
respectivamente, o programa fara isto 8000 vezes.

Um bom exercicio seria utilizar o comando rotule para rotular pontos plotados pon-
tos na area de transferéncia. A utilizacao deste comando se dd em meio a procedimentos

l6gicos.

LEIA

Este comando faz aparecer um retangulo na tela do X-LOGO, pedindo uma in-
formagao pré-determinada. Exemplo: LEIA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM ?] "IDADE
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Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas lé e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando nao é utilizado isoladamente
sua funcionalidade estd na criacao de procedimentos logicos, como os que tratamos na
subsecao 1.2.

Vale ressaltar que é necessario que seja introduzido no final do procedimento o
simbolo “ acompanhado de uma palavra ou letra, senao o procedimento ficara incompleto.
Esta palavra nao precisa necessariamente ter relacao com o tema do texto a ser lido para
que o comando funcione, ela serve apenas para completar o comando, no entanto, para
que nao fique muito desconexo é importante colocar palavras que tenham relagdo com a
informagao que se deseja que o X-LOGO processe.

Depois de fornecida a informacao pedida pelo programa, ele apenas lé e armazena
a informacao na sua memoria. Normamente este comando nao é utilizado isoladamente
sua funcionalidade estd na criacao de procedimentos 16gicos, como os que foram tratados

em 1.2. A figura 1.1 ilustra o resultado do comando.
Figura 1.1: Uso do comando Leia

a xiogo =8

I ron r F oy arfaec & |
Arqund £diKad Femamentas Rjuaa

Comando:

¥ ¥ $ % ff

% 1 1] amosavcsvocte - = [N %

‘ ) 4 L ‘ * |
% 7 . % 9
. * e T T . T . T N

LEIA [ QUANTOS ANOS VOCE TEM?) ‘IDADE Edtor  Pare
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MENSAGEM

Este comando faz aparecer uma mensagem escrita numa janela na caixa de entrada.

Exemplo: MENSAGEM [ A EDUCACAO E UM DIREITO DE TODOS)]
Vide a figura 1.2.

Figura 1.2: Uso do comando mensagem

Hogn - &
c-:ma.rﬁa- .
v > ¥
. ! o . %
B
'y L -
* j‘ X A EDUCACAO E UM DIREITO * !
4 DE TODOS K 1]
» ®
o oK LY
e e e — e
MENSAGEM [ A EDUCAGAO E UM DIREITO DE TODOS] Edtor  Pare

1.2 PROCEDIMENTOS

Procedimentos sao comandos criados pelos usudrios que sao digitados no editor
de textos eles se iniciam com a palavra ”aprenda’e terminam com a palavra "fim”. Na
figura 1.3 , situada abaixo, estao o resultado e o procedimento simples que constréi um

triangulo. Procedimento: repita 3/pf 100 pd 120]
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Figura 1.3: Procedimento simples para construir um triangulo

:ﬂrudiuc; Edigio Ferramentas 4juda ngdm = o X
* -t -k -t #_ i Q % /,m K :
# .&7 P'.F.:enﬂa z'l:'incul-a N §
I 1|rrr.ua3|pr1c:|.|d12..
% LAY
e =
1 (e
* A
& ¥
i 1| [
o _ o % = »
‘oca d.eﬁr iu fianguio e:-|_
wdnguin ]
B comandoprnpat| |

1.2.1 EDITOR

Neste subitem vamos fornecer algumas dicas de como se trabalhar com o editor de

textos

H4 trés modos de abrir o editor:

1. escrevendo ed na linha de comandos (na parte superior da tela). O editor abre para

exibir todos os procedimentos ja definidos.
2. pressionando o botao Editor no canto inferior direito da janela do XLogo;
3. utilizando as teclas de atalho Alt+E.

A figura 1.4 abaixo mostra a janela do editor.



Figura 1.4: Editor de texto

Editor

¥e Qx| o

’/, Comando principal:

Na figura 1.5 2 os botoes que vocé encontrard no Editor:

-

ou

By

Figura 1.5: Botoes do editor

Fecha o editor e guarda (salva)
0 que foi feito. Este é o botdo
que deve ser pressionado sem-
pre que escrever Novos coman-
dos ou fizer alteracdes nos pro-
cedimentos. Se preferir, utilize
as teclas de atalho ALT+Q.

Sai do editor sem salvar nenhu-
ma das mudancas feitas. Vocé
também pode utilizar as teclas
de atalho ALT+C.

Imprime o contetdo do editor.

Copia o texto selecionado para
o clipboard.

Este botdo aparece na base do
editor com uma caixa de texto
para definir um comando prin-
cipal, ou seja, o comando que
serd executado ao dlicarmos
no botdo correspondente da
janela principal. Este comando
principal serd salvo junto com
0 arquivo .Igo.

Recorta o texto selecionado
para o clipboard.

Cola o texto armazenado no
clipboard.

Localiza e substitui termos no
editor.

14

Vale ressaltar que clicar no botao que habitualmente utilizamos para fechar jane-

2X-LOGO. Manual do Usudrio. Disponivel em:jhttp://xlogo.tuxfamily.org/pt/;. Acesso em 10 jun.

2017
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las no computador (x), no canto superior direito da janela de titulo, ndo produz efeito
algum. Somente os dois primeiros botdes acima citados permitem sair do editor. Para
apagar (eliminar) procedimentos, nao adianta utilizar a tecla BACKSPACE ou selecionar
tudo e deletar os procedimentos do editor, pois eles sé desaparecerao se utilizarmos as
primitivas elimine, eliminetudo ou et. Com relacao ao uso de caracteres deve se tomar
alguns cuidados. Por exemplo o caractere barra invertida, ou backslash 7 "permite
colocar espaco entre palavras ou uma nova linha. O comando ” /n”faz a quebra de linha
enquanto 7 /”seguido de um espago, indica espaco numa palavra.

Exemplo: mostre Geometria / plana

Geometria plana

mostre Geometria /n plana

Geometria

plana

Se desejar escrever o caractere 7 /7 sera necessario escrevée- duas vezes 7 /7.

mostre // xlogo. Obtém-se:

/ xlogo

Da mesma forma os caracteres “ $ () [| #” sao reservados para a linguagem Logo.
Sendo assim, se necessitar representa-los, serda necessario utilizar o caracter 7\ ”antes.
Exemplo:

mostre /(/xlogo/)

(/xlogo/)

Vale ressaltar que o XLOGO nao faz distingao entre maitsculas e minusculas para proce-
dimentos e primitivas. Sendo assim, tanto faz escrever QUADRADO ou qUADdRAAO,

o interpretador de comandos o ”traduzird”e executara corretamente como na figura 1.6.
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Figura 1.6: Resultado do procedimento que constréi um quadrado

|8
l-uql.m Eificiii  Feramentas Apda

|
: Dezenha B quaidradn r
14

* 37 Loc]

Voca definiu quadrado.
JuadRAGD

Por outro lado, XLOGO faz distin¢ao para listas e palavras: mostre "CaMpEaO

— "CaMpEaO (as letras maitsculas e minisculas sdo mantidas como escritas).

1.2.2 PROCEDIMENTOS LOGICOS

Destacaremos aqui alguns procedimentos logicos basicos que podem ser compilados
no X-LOGO.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS IMPARES

Vamos criar um procedimento que soma os n primeiros niimeros impares. Abrindo

o editor de textos digite os seguintes comandos.

aprenda quadradoperfeito
leia [Quantos nimeros impares vocé deseja somar?| "n
se g0 [saida :n*mn]

fim

Apertando o botao que tem o formato da roupa da tartaruga o programa respon-

derda com uma mensagem na caixa de saida: wvocé definiu quadradoperfeito. O comando
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funcionara ao digitar quadradoperfeito na caixa de entrada. Fazendo isto ira aparecer na
tela uma janela com a mensagem: Quantos os numeros impares vocé deseja somar?. De-
pois que o usudrio escrever a quantidade e apertar a tecla ENTER o programa respondera
como mostra a figura 1.7. O procedimento criado fara com que o programa leia o nimero
digitado na caixa de entrada através do comando leia e 0 armazenara em sua na memdria,
em seguida fara as operacoes definidas no procedimento. A saida é a resposta que o pro-
grama da ao procedimento criado. Neste caso : nx : n, ou seja, elevar ao quadrado o

numero digitado. A demonstracao deste fato esta no Apéndice deste trabalho.

Figura 1.7: Soma de ntimeros impares

] e e T
»
.

1]
- 4 - 4 " 4
Vack deliniu quadradopertno
[ TE i te da)ia 1]

A justificativa de que este procedimento sempre resulta num quadrado perfeito é

simples e pode ser feita utilizando o principio da indugao matematica.

PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEIROS NUMEROS NATURAIS

O procedimento abaixo soma os primeiros n numeros naturais. Abra o editor e
digite:
aprenda somanaturais
leia [Quantos nimeros naturais vocé deseja somar?| "n
se m >0 [saida :n*(:n+1)/2]
fim
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O procedimento multiplica o nimero natural digitado por seu sucessor, em seguida divide
por dois o resultado. A nivel médio o professor podera aproveitar o momento para co-
mentar sobre a soma dos termos de uma progressao aritmética de razao 1. A justificativa
desta expressao pode é feita pelo principio da inducao matematica e, se encontra nos

Apéndices deste trabalho.

PROCEDIMENTO QUE IDENTIFICA SE UM NUMERO E PRIMO OU SE
TEM ALGUM DIVISOR

Nesta subsecao aparece um conceito basico de programacao que ¢ a ideia do looping.
Segundo Manzano e Oliveira (2005), o looping é o processamento de um determinado
trecho do programa, tantas vezes quantas forem necessarias. Ele também é chamado de
lacos ou malhas de repeticao.

Colocamos um procedimento bem interessante que identica através do comando
vai se um numero € multiplo de algum outro, e ainda interage com o usuéario mostrando
qual é o seu menor divisor, caso seja multiplo, ou afirmando que ele é primo. Para funci-
onar basta escrever vai 15 o programa determina se o niimero ¢é primo, caso contrario ele
responde que é multiplo, e mostra seu menor fator primo. Este procedimento foi extraido
do site Projeto Logo 3. O procedimento abaixo ilustra a situacao.
aprenda vai :x
se :x = 1 [mo [Por defini¢ao, o nimero um (”17) nao € um nimero primo] paretudo/
se :x / 2 = inteiro (:x / 2) [mo sn [O nimero] sn :x [é par] pare] repita :x - 1
se 0 = resto :x (1 + cv) [mo sn [O nimero] sn :x [é miltiplo de:] [mo 1 + cv paretudo]
se cv x cv >:x mo sn :x [€ um nidmero primo!][ paretudo]
fim
Aparece neste momento o conceito de Condicionais* que é muito importante em pro-
gramagao. A ideia matemédtica basica utilizada aqui é a do Crivo de Eratdstenes, note
que o procedimento excluiu o algarismo 1, caso ele seja digitado o programa imediata-
mente responde: 1 nao € um numero primo, em seguida, o programa vai guardando os
restos da divisao do nimero digitado x por niimeros primos, se em algum momento este
resto da divisao for zero o programa responde: é multiplo de y, caso contrario ele continua

iterando até quando y? < x, se isto ocorrer o programa responde: x € um nimero primo.

3Fonte:Projeto Logo. Disponivel em: jhttp://projetologo.webs.com/dsf/;. Acesso em: 18 jan 2018.
40s condicionais tem por finalidade tomar uma decisdo. Eles sdo de trés tipos: simples, compostos e

encadeados. No caso dos condicionais simples, aparece apenas uma condi¢ao a ser satisfeita, no caso dos
condicionais compostos o programa deve tomar uma decisao diferente a cada resposta ao procedimento,
enquanto que nos condicionais encadeados novas decisoes sao tomadas depois das respostas do programa

as decisoes anteriores
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JUNTANDO DOIS PROCEDIMENTOS

Antes de juntar os procedimentos vamos escrever e comentar algumas abreviagoes

de comandos que serao utilizados.

Comando || Abreviagao Interpretacao

atribua atr atribui valor a uma variavel

primeiro pri retorna o primeiro elemento de uma lista ou palavra.
mostre mo mostra a palavra, resultado da lista, niimero.

Tabela 1.1: Comandos necessario

Vamos aperfeigoar nosso procedimento, digitando o seguinte procedimento no edi-
tor de textos:
aprenda idade
leia [ Qual € a sua idade?] "idade
atr "idade pri idade
se :idadej18 [mo [vocé é menor de idade]]

mensagem [ O RESPEITO E UMA GRANDE VIRTUDE]
fim

Mostra um retangulo, que pergunta a idade, quando se digita a palavra idade na
caixa de entrada. Ao se fornecer a idade o procedimento informa que a pessoa é menor e
ainda fornece uma mensagem. Estes procedimentos 16gicos sao de suma importancia para
agucar o raciocinio dos alunos. A ideia é que eles pensem matematicamente para resolver
os problemas citados, utilizem o programa para verficar que a conjectura matematica

funciona, e por ultimo, quando couber ao ptublico alvo, verificar o porqué dela funcionar.



2 TEMAS MATEMATICOS

2.1 METODO DE HERON PARA APROXIMACAO
DE RAIZ QUADRADA

Nesta secao vamos trabalhar o Método de Heron' para aproximar rafzes quadradas

apresentando um algoritmo recusivo simples que converge para a raiz quadrada.

2.1.1 O ALGORITMO E SUA DEMONSTRACAO

O algoritmo funciona da seguinte maneira: assumindo @y como uma aproximacgao

inicial da raiz quadrada de um numero realA, temos:

A

ap + —

a; = B o

Uma aproximacao melhor sera dada pela iteracao seguinte:
A
a; + —
ag = 4@
? 2

Prosseguindo desta forma teremos uma aproximagao por excesso melhor a cada iteragao.

Apoés a escolha de uma aproximacao inicial ag, podemos construir o algoritmo:

A

ag—1 +

ak:%,VkeN

E facil verificar que a, > VA, Yk € N. y
De fato, pois se A =a-b, sendoa =a; >0e 0 < b= —, Vk € N, dai pela

ay,
desigualdade das médias:

Herao ou Heron de Alexandria foi um matematico que muito se destacou vivendo, provavelmente, no
periodo de 150 a.C. a 250 d.C., ele contribuiu bastante em seus trabalhos para a Matemaética e Fisica de
forma numerosa e variada, sendo considerado um enciclopedista. No seu Livro A Métrica, encontra-se o
método de Herao de aproximar a raiz quadrada de um ntmero inteiro. Tal método é hoje frequentemente

utilizado em algoritmos por computadores e permite aproximagoes sucessivas.
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A
ak+—

A
CL].H_lz—akZ ak-—:vA (21)
2 Qg

Para cada iteracao ntimero naturalk, encontraremos um nimero ag, aproximagao por
falta de v/A. Suge entdo o seguinte questionamento: quantas dessas iteracoes serdo sa-
tisfatérias? A fim de evitar que o programa entre numa rotina de calculos exaustivos
devemos impor um limite de iteragoes, que sera controlado por um erro da aproximacao.
Por exemplo, se quisermos obter uma aproximagao com 6 casas decimais corretas, usamos
uma aproximacao € = 107% e devemos, a cada iteracao, checar se o termo a; encontrado
satisfaz a precisao € imposta inicialmente. O erro é dado por Ej, = |a? — A|. Se E}, for
menor que a precisao £, entao tome a; como raiz aproximada.
Exemplo: Aproximar v/6 pelo método de Herdo com precisio de ¢ = 1075, Como
2 < /6 < 3, tomamos como aproximacao inicial ay = 2,4. Testamos o erro da apro-
ximagao inicial. Como |2, 4% — 6] > 1.
Continuamos as iteracoes: Fazemos: k = 1 teremos:

24+

2,4

=g = 2,45

Como [2,45% — 3| > 1072, continuamos as iterando:

Para k = 2 teremos:

2,45 + WE] i5
ag = #’ = 2.44948979592.

E como [2,44948979592% — 6| > 1075, se continuarmos as iteracdes no pfoximo

passo teremos:

2,4494 2
, 44948979592 + 2, 44948979592

as = 5 = 2,44948974278.

Usando a mesma expressao para o calculo de £ observaremos que az é uma apro-

ximada de v/6 , com precisao ainda melhor que 1076.

2.1.2 IMPLEMENTACAO NO X-LOGO

No programa utilizamos o comando mostre para realizar esta tarefa. Vale ressaltar
que o algoritmo funcionaria se colocasse apenas os nimeros, no entanto o programa daria

a seguinte resposta para o usuario:O que devo fazer com ...7, indicando que nao sabe o
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que fazer com a resposta. Agora ao utilizar o comando mostre ja estaremos indicando
que ¢é para o programa apenas mostrar o resultado da recorréncia.

A figura 2.1 ilustra a situacdo de uma aproximacao para /3 incluindo o célculo do
erro no X-LOGO.

Figura 2.1: Aproximacao de Heron para raiz quadrada de 3 com precisao de 8 casas

decimais
L] Xiogo - o lEl
Arquive Edicdo Ferramentas Ajuda
Comanda: |
‘ JJ o -~ S = = _“ ‘ ?l
% . * 13
x % zi
L 2 = » ¥
= - = s P E ] k
mastra (1.5+31.6)2 Editor  Fare

1.75

maostre (1.75+3/1.75)2

1.732142857142857

mastre (1, 732142857 142857+3/1 T3214285714285T)2
1.7320508100147276

mastre 1.7320508100147276°1.7320508100147275-3
0.000000008472675

mastre [Apraximagdo com erro menor gue 0,00000001]
Aproximag3c com erro menar gue 0,00000001

Podemos observar que ao calcular uma aproximacao da raiz quadrada por este
método a convergéncia ocorre muito rapido. Isto faz com que este método seja eficiente
quando se deseja uma aproximacao com poucas casas decimais. Observe que com duas
iteragoes ja conseguimos uma aproximacao excelente. Para mais detalhes sobre a prova do
Método pelo Principio da Inducao Matematica e também uma discussao sobre a velocidade
de convergéncia da recorréncia consultar os Apéndices deste trabalho.

Segue como sugestao de atividade a implementacgao deste método no editor, talvez
neste momento eles ja tenham maturidade suficiente com o programa para resolver tal
problema. Seria interessante bolar uma linha de cédigos que véa calculando aproximacoes
até um certo erro pré-determinado, e que faca o programa parar quando encontrar tal
erro.

Vale ressaltar que esta aula, também pode ser feita na sala com auxilio de uma boa
calculadora cientifica. Além disso nos dias atuais ja temos celulares com boas calculadoras
algébricas, que também seriam uma boa opcao. Resolvi fazé-la com o X-LOGO para
mostrar que os resultados ficam melhor compreendidos neste programa pela interacao
que o mesmo faz com o seu usuario. Vamos listar abaixo alguns contetdos que podem ser

trabalhados nesta atividade a nivel fundamental.

e decimais.
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fragoes.

média aritmética.

raizes quadradas.

ideia de recorréncia.

2.2 POLIGONOS REGULARES

Inicialmente construiremos poligonos regulares utilizando apenas primitivas afim
de fazer uma conjectura que nos pemitira todos os poligonos regulares em funcao do seu
nimero de lados. Além disso esta secao nos permitird estudar os seguintes conceitos

matematicos:
e segmento.
e angulos interno e externo.
e soma de angulos internos e externos de um poligono qualquer.

Vale ressaltar que que também aparecem ideias bésicas de programacao nesta secao. Sao

elas:
e leitura e armazenamento de valores de varidveis aleatoérias.

e lacos.

2.2.1 CONSTRUCAO DO TRIANGULO EQUILATERO

A construcao do triangulo equildtero depende do conhecimento de suas proprie-
dades basicas, a saber, trés lados iguais e trés angulos iguais. Portanto utilizaremos a
primitiva pf para movimenta a tartaruga para frente, e a primitiva pd para mover a tar-
taruga para direita. A medida do segmento nao é importante, desde que sejam todos
iguais. Por esta razao vamos fixar 100 passos de tartaruga como medida. Seguem abaixo
os comando que constroem um triangulo equilatero.
pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
pf 100 pd 120
Observe que como os comandos se repetem trés vezes, utilizar o comando repita ajudaria
muito na construcao, haja vista que, podemos construir o triangulo de modo mais pratico

com este comando. Observe como ficaria digitando o comando abaixo na caixa de entrada.
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Poligono regular | Nimero de lados Angulo externo em graus Comando

triangulo equildtero 3 %0 repita 3 [PF 100 PD 120]
quadrado 4 3% repita 4 [PF 100 PD 90]
pentagono 5 30 repita 5 [PF 100 PD 72]
hexdgono 6 80 repita 6 [PF 100 PD 60]
eneagono 9 80 repita 9 [PF 100 PD 40]
decdgono 10 360 repita 10 [PF 100 PD 36]
dodecégono 12 30 repita 12 [PF 100 PD 30]
icosdgono 20 30 repita 20 [PF 100 PD 18]
n-4gono n 360 repita n [PF 100 PD 2]

Tabela 2.1: Tabela de construcao de poligonos regulares

repita 3[pf 100 pd 120]

2.2.2 CONSTRUCAO DO QUADRADO

Agora a figura que desejamos construir deve ter todos os seus lados e angulos
iguais. Como o objetivo é apenas utilizar primitivas podemos pensar da mesma forma da
secao 2.2 atentando para o fato de serem quatro lados iguais. Seguindo a mesma légica

utilizaremos as primitivas pf e pd:
pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90 pf 100 pd 90.

2.2.3 CONSTRUCAO DE UM POLIGONO REGULAR QUAL-
QUER

De posse das ideias trabalhadas nas secgoes 2.2.1 e 2.2.2, observamos que ao dividir
o angulo de 360° pelo niimero de lados do poligono que desejamos construir obteremos o
angulo que a tartaruga deve girar(angulo externo) para fazer sua construgao. Também
observamos que o nimero de lados do poligono € igual ao niimero de vezes que as primitivas
se repetem no procedimento. A tabela 2.1 ilustra a situacgao:

A tabela 2.10.4 é uma conjectura que pode ser provada a partir do angulo interno
de um poligono regular. Sabemos que um poligono de n lados, possui n vértices e portanto

n angulos internos todos iguais, ja que ele é regular.

Lema 2.2.1. Um poligono reqular de n lados pode ser dividido em n — 2 triangulos, e
180 (n —2)

cada angulo interno (a;) possui medida a; =
n
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Demonstracao. A prova do lema 2.2.1 é simples. Basta observar que de cada vértice
partem n — 3 diagonais (ndo contam os vértices adjacentes nem o vértice escolhido) como
mostra a figura 2.2, portanto este poligono ird formar, a partir deste vértice n—3+1 = n—2

triangulos.

Figura 2.2: Numero de triangulos que podem ser formados a partir de um vértice

-

NEE S

quadrado pentagono hexdagono heptagono octégono decagono

us)

Agora pelo fato da soma dos angulos internos de cada triangulo ser 180°, teremos

que a soma de todos os angulos internos sera 180 - (n — 2), e como o poligono possui 7,

180 - (n — 2
isto resulta que cada angulo interno tera medida igual a # O
n
Agora vamos mostrar que em um poligono regular cada angulo externo mede :
360
e = —
n

Demonstragao. De acordo com o lema 2.2.1 se dividirmos o poligono regular em triangulos,

180 - (n — 2
ele formara n — 2 triangulos, e cada angulo interno mede a; = L
n

Como o angulo interno e seu correspondente angulo externo sao suplementares, temos
que:

a; + a, = 180° +

180-m=2) 1806
n
1 .
80-n 360 180
n n

180—@%—@8:180
n

360
E portanto a, = —. O
n
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lados dele. Fizemos tal procedimento no editor de texto, segue abaixo a lista de
procedimentos.

aprenda poligono
leia Informe a quantidade de lados do poligono reqular que deseja desenhar?] "n
atr "poligono pri :poligono
repita :n [pf 50 pd 360/:n]
fim
Apés feito isto deve-se clicar no botao que tem o desenho da tartaruga. O programa

respondera com a seguinte mensagem:vocé definiu poligono. A figura 2.3 ilustra a situacao.

Figura 2.3: Procedimento de generalizacao

a
Arquive Ediclo Femamentas Ajuda ﬂ i =7 | '
Comande: i % @ )
= = o B |8 X 5 # o
y o i |
N LEWA [ INFORME 4 QUANTIDADE DE LADOS DO POLIGONO REGULAR QUE DESEJA DES]
# ot TR "POLIGONO PRI POLIGONO k .
IREPITA n [p 50 pd 3801n]
] fim |
* 3 ¥
% I L
»
l " '
x ¥ r
. 4 ]
- i - S -
WVocé definiu poligono, ‘| Gam
T 0
P comando principal

Para testar o procedimento basta digitar na caixa de entrada a palavra poligono.
Feito isto programa ird interagir com o usuario, abrindo uma janela com a mensagem:
Informe a quantidade de lados do poligono regular que deseja desenhar? ao digitar o

numero de lados o programa imediatamente desenhara o poligono desejado. A figura 2.4
ilustra a situacao.
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Figura 2.4: Resposta do programa ao procedimento

g
| Arquivn Edicie Famamentas Auda
Cumanty
» L
o 1
* ¥ . *
» H o
L % A L
3 " (B
x B FORME A QUANTIDADE DE LARDS DO POLIGOMND REGULAR QUE DESEIA DESENHART = (u] x _‘
* ‘er | | oK ‘ *
5 ¥ LA
A, T 1s '
k3 k 3 L 3 k e k
patigana o Hare

A figura 2.5 mostra o resultado da construcao de um octégono.

Figura 2.5: Construgao de um poligono de 8 lados utilizando o procedimento feito no

editor de texto

o v - & e
[T T e ——
M
- £ » W e
oy & : J.,I-'l.
® . »
» N -
* w D
= " ¥ = :
o # » W
i W » 1
E ] E
- . - - - - - -
potgons (e Parn

INFCRAE A JUANTIOAORE OF LACOS DO FPOLIGOHD REGULAR QUF OESE.A DESTHAR
A

Esta secao é¢ muito importante para melhorar a visao geométrica dos discentes, pois
as construcoes dos poligonos necessitam de um conhecimento teérico prévio da situacao
problema. Eles precisam saber qual é o angulo de giro necessario para fazer sua construcao.
O aprendizado é maior quando os discentes percebem sem o auxilio do professor a relacao
que existe entre o angulo de giro e o nimero de lados do poligono. Também ¢é importante
para esta atividade, que os alunos percebam que a medida dos lados dos poligonos tratados
nesta se¢ao sao irrelevantes pelo fato de se tratarem de figuras regulares. quanto mais

autonomia os discentes tiverem mais irao progredir com o software.
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2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES

2.3.1 O MAXIMO DIVISOR COMUM

Antes de falar do maximo divisor comum, vamos primeiro definir o que é um divisor

de um ndmero inteiro.

Teorema 2.3.1. Dados dois nuneros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo
a|b, quando existir um ¢ € Z, tal que b = ¢ - a. Neste caso, também diremos que a é um

divisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um mailtiplo de a, ou que b € divisivel por a.

O conjunto formado pelos divisores comuns de a e b é denotado por D(a,b) . Vale
ressaltar que sendo o nuimero 1 divisor de qualquer nimero inteiro, em particular, se
forem escolhidos ntimeros a e b, certamente 1 sera um divisor comum de ambos. Logo, o
conjunto D(a,b) é ndo vazio, pois 1 € D(a,b).

Se a # 0 e d for um divisor de a e b, entdo |d| < |a|. Logo o conjunto D(a,b) é
limitado e tem um elemento maximo, ou seja, existe um divisor comum de a e b maior
que todos os demais. Analogamente, para b # 0, o conjunto D(a,b) também tem um
elemento maximo. O tnico caso que D(a,b) nao é limitado superiormente é o conjunto
D(0,0), ja que zero é multiplo de qualquer inteiro. Usaremos a notagao (a,b) = mdc(a,b)

para denotora o maximo divisor comum entre os niimeros a e b.

Exemplo 2.3.1. Agora apresentamos o Algoritmo de Euclides para o cdlculo de mdc(a,b).
(15,6) = (15,9) = (9,6) = (6,3) = (3,3) = (3,0) < mdc(15,6) = 3.
Alternativamente escrevemos:

(15,6) = (6, 15 -2-6) = (6, 3) = (3, 6 —2-3)=(3, 0) & mdc(15,6)= 3
Vamos demonstrar a validade do Algoritmo de Euclides.

Demonstracao. Sejam a e b dois niimeros inteiros positivos, podemos supor sem perda de

generalidade que a > b. Se d um divisor comum de a de b. Entao pela divisao euclidiana

teremos:
a=d- ]{?1
b=d- ks

Note que ki > ks, pois a > b.

Entao a diferenca a —b: a —b=d - k; — d - ky dai teremos: a —b =d - (k; — ko),
observe que a diferenca k; — ko > 0.

Segue-se que d divide a — b.

Mostramos que se d|a e d|b, entao d|(a — b).

Agora mostraremos que se d é um divisor de a e a — b, entao d divide b.
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Dai podemos escrever:

a=d-ji

a—b=d- 7

Note que j; > j3, pois @ > a — b.

Dai a diferenca:

a—(a—b)=b=b=d- (j1 — j2).

Logo d divide b

Juntando os dois resultados podemos escrever que se a, b e d sao nimeros inteiros
tais que:

dla e d|b , entdo d, |a e d|(a — b)

Em outras palavras qualquer divisor comum de a e b é também divisor dos niimeros
a e de a — b, e vice-versa. Dai:

mdc(a,b) = mde(a,a — b). O

2.3.2 PROCEDIMENTO PARA CALCULAR O MDC NO X-
LOGO

Criamos um procedimento que calcula calcula rapidamente o maximo divisor co-
mum de dois niimeros inteiros positivos. Digite na janela de algebra o comando: resto 15
6 para calcular o mdc(15,6).

Observe que ird aparecer uma mensagem em vermelho na janela de visualizagao ” Que
devo fazer com 3%”.Para resolver este problema basta incluir o comando "mostre resto 15

67, e observe que nao aparece mais a mensagem como nha Figura 2.6

Figura 2.6: Mostre resto 15 6

moste ety 156

Fazendo agora o mesmo processo com os numeros 6 e 3 obteremos zero como

resposta. Na Figura 2.7 estd o resultado do procedimento.
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Figura 2.7: Mdc (15,6)

mostre resto 156 Edtor || Pare

mostre resto 63

Como o 1ltimo resto é o niimero zero concluimos que mdc(15,6) = 3, resto anterior
nao nulo. Agora resta a pergunta: Que conceito mateméatico garante que o resultado deste
procedimento é o maximo divisor comum dos ntimeros 15 e 67

A resposta a esta pergunta é: O Algoritmo de Euclides.

Voltando ao procedimento: mostre resto 15 6, o resultado que o programa nos
fornece é 3. Iterando novamente, ele pegara o quociente da divisao anterior e dividira
pelo dltimo resto obtido, neste caso ficard mostre resto 6 3, obtendo zero como resposta.

Portanto o conceito matematico utilizado no X-LOGO, que garante que este pro-
cesso resulta no mdc é o Algoritmo de Fuclides.

No exemplo escolhido chegamos rapidamente ao (15, 6), mas escolhidos dois niimeros
inteiros positivos a e b, este processo poderia ser feito tantas vezes quanto fosse necessario
até obter o 1ltimo resto igual a zero. Procedendo desta maneira o resto anterior ao resto
nulo serd (a,b).

Esta atividade poderia ser feita sem dificuldade com alunos a partir do sexto ano do
ensino fundamental, haja vista que os conceitos envolvidos sao elementares e dependem de
poucos conceitos matematicos. Os tinicos pré-requisitos para que o aluno possa entender

os procedimentos feitos no programa é a divisao euclidiana, multiplicagao e subtracao.

2.4 UMPOUCO SOBRE NUMEROS PALINDROMOS
OU CAPICUA

Vamos agora criar um procedimento que gera nimeros palindromos ou capicuas.
Mas o que sao estes numeros? O dicionario Aurélio de Lingua Portuguesa apresenta
a seguinte definicao para palindromos: ”Diz-se da frase ou palavra que, ou se leia da
esquerda para a direita, ou da direita para a esquerda, tem o mesmo sentido”. Observe
que este termo é mais aplicado para palavras ou frases, mas também é comum vé-lo se

referindo a niimeros. Sao exemplos de palindromos: 11, 22, 121, 2332, 1234321.
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Também é comum o termo capicua, quando se trata de ntmeros. O site "UOL
apoio escolar” tras a seguinte definicao: ”A palavra Capicua tem origem catala "cap i
cua”, "cabeca e cauda”. Conhecido também por nimero palindromo, é um nimero (ou
conjunto de nimeros) que, lido da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita,
é identico”.

Nosso objetivo nesta atividade é usar o X-LOGO para construir nimeros com esta

caracteristicas e discutir seus aspectos e padroes.

2.4.1 ALGORITMO PALINDROMO

De posse destes conceitos utilizamos o procedimento abaixo no X-LOGO para
produzir alguns palindromos.
Basicamente o algoritmo inverte o niimero digitado na caixa de entrada e soma com

o numero invertido. O processo é repetido até que aparece um palindromo. Exemplos:

1. Digitando palin 32 o programa fara:
32+23=55

2. Digitando palin 28 o programa fara:
28482 = 110 110+ 011 = 121

3. Digitando palin 176 o programa fara:
176 + 671 = 847
847 4 748 = 1595 1595 +5951 =7546 7546 + 6457 = 14003 14003 + 30041 = 44044
44044

Observe que alguns numeros no exemplo geram palindromos rapidamente enquanto o
ultimo necessita de mais iteracoes para poder gerar um palindromo.

Abaixo esta o procedimento a ser compilado no programa.

aprenda invertep :p

se évazio? :p [saida ]

saida pal ult :p invertep su :p

fim

aprenda palindromo :p

se saoiguais? :p invertep :p [saida "verd] [saida ”falso]

fim

aprenda palin :n
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se palindromo :n [mo :n pare]
mostre sn sn sn sn :n "mais invertep :n [€ igual a] soma :n invertep m
palin :n + invertep :n

fim
Para que possa funcionar corretamente este procedimento deve ser escrito na janela editor
de texto como mostra a Figura 1.2.

Apo6s ter inserido o procedimento na janela do editor deve-se clicar na janela do
alto mais a esquerda da tela, a que tem o formato da tartaruga. Feito isto escreve-se, por
exemplo, palin 68 e o programa ird produzir um palindromo com este ntimero. Observe

a Figura 2.8.

Figura 2.8: figuras/Palindromo 68

Editor - O X

e g XmERE A,

aprenda inversem:m

se evazio? :m[saida "

saida pal ult:minversem su:m

fim

aprenda palindromo :m

se s30iguais? :minversem :m [saida "verd] [saida "falso]
fim

aprenda palin :n

se palindromo :n [mostre :n pare]

mostre sn sn sn sn :n "mais inversem :n [é igual a] soma :n inversem :n
palin :n +inversem:n

fim

D Comando principal:

Vamos mostrar como funciona o procedimento. Inicialmente devemos ensinar a
tartaruga a fazer este novo procedimento para tanto deve-se digitar “aprenda”’ na janela
do editor.

Observe que este procedimento foi dividido em trés pedagos, da qual o primeiro é:

aprenda invertep :p
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se évazio? :p [saida ]

satda pal ult :p tvertep su :p

fim

Esta parte tem a funcao de apenas inverter o numero digitado na janela de co-
mando. Se apenas esta parte for digitada o programa apenas inverterd o ntimero e o
programa nao sabera o que fazer com o resultado. Mostrando na janela de visualizagao
o numero invertido e a seguinte mensagem:”O que devo fazer com 86”. Caso o nimero
digitado seja ”invertep 68. A segunda parte é responsavel por verificar se o nimero é
palindromo ou nao.

aprenda palindromo :p

se saoiquais? :p invertep :p [saida "verd] [saida ”falso]

fim

Dai ao se escrever “palindromo 35” na janela de comando, o programa verifica se
35 é palindromo e responde na janela de visualizagao com a seguinte mensagem: ”O que
devo fazer com falso?”. O programa verificou que o nimero 35 nao é palindromo, mas nao
sabe o que fazer com o resultado. O programa verifica se o niimero resultado da inversao
é igual ao invertido, se isto ocorrer ele responde: ”Que devo fazer com verd?”, se isto nao
for verdadeiro, entao ele retornard com a segunda saida [falso]. Observe que o programa
nao sabe o que fazer com a resposta, pelo retorno que ele dé ao usuario: “Que devo fazer
com falso?”.

Neste momento aparece a terceira parte do procedimento para completa-lo. aprenda
palin n

se palindromo :n [mo :n pare]

mostre sn sn sn sn :n "mais invertep :n [€ igual a] soma :n invertep m

palin :n + invertep :n

fim

Esta parte relaciona as duas partes anteriores. Se o nimero digitado for palindromo
o programa para de compilar e mostra o nimero na janela de visualizacao, caso isto
nao ocorra ele inverte o niimero e soma com o numero invertido, dai se o resultado for
palindromo ele para e mostra o niimero, caso contrario ele repete o mesmo procedimento

até encontrar um palindromo como na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Palindromo gerado pelo 89

2

Voce definiu invertep, palindromo, palin. 14 Edior Pare
palin 89 L=

89 mais 98 éigual a 187

187 mais 781 é iqual a 968

968 mais 869 & igual a 1837

1837 mais 7381 éigual a 9218
9218 mais 8129 éiqual a 17347
17347 mais 74371 é iqual a 91718
91718 mais 81719 é iqual a 173437
173437 mais 734371 é igual a 907808 )
907808 mais 808709 € igual a 1716517

1716517 mais 7156171 é igual a 8872688

8872688 mais 8362788 € iqual a 17735476

17735476 mais 67453771 é igual a 85189247

85189247 mais 74298158 € iqual a 159487405

159487405 mais 504784951 é iqual a 664272356

664272356 mais 653272466 € igual a 1317544822

1317544822 mais 2284457131 é iqual a 3602001953
3602001953 mais 3591002063 é igual a 7193004016
7193004016 mais 6104003917 é igual a 13297007933
13297007933 mais 33970079231 é igual a 47267087164
47267087164 mais 46178076274 € iqual a 93445163438
93445163438 mais 83436154439 é igual a 176881317877
176881317877 mais 778713188671 & iqual a 955504506548
955504506548 mais 845605495559 € iqual a 1801200002107
1801200002107 mais 7012000021081 € igual a 8813200023188
8813200023188

No caso do 89 sao necessérias 24 iteracoes para se encontrar um palindromo. A
conjectura palindroma é que, independente do niimero escolhido, sempre se chega a um
palindromo apdés um numero finito de iteragoes do procedimento, mas nao se pode afirmar,
com certeza, que o procedimento sempre resultara num palindromo. Existem nimeros
para os quais nao se sabe se geram palindromos por este procedimento.

Existem ntimeros que parecem nunca formar palindromos, porque o procedimento
aplicado a eles parece nao ter fim, o menor nimero inteiro com esta caracteristica é
196. Charles W. Trigg, um matematico da Califérnia, examinou a conjectura em 1967
no seu artigo Palindromes by Addition e encontrou 249 inteiros menores de 10.000 que
aparentemente nao geram palindromos apés 100 passos. O menor deles é o 196. Tais
nimeros sao chamados de numeros de Lychrel. Um problema que se poe é determinar se
o numero 196 é um numero de Lychrel. A busca para resolver este problema é conhecida
como o Algoritmo 196 ou o Problema 196, mas normalmente chamado de 196 Palindrome
Quest. Um dos problemas em aberto da Teoria dos Numeros é encontrar os nimeros de
Lychrel. Harry J. Saal realizou em 1975, no Centro Cientifico de Israel, 237.310 passos do
nimero 196 sem encontrar palindromos

No blog “196 e outros nimeros de Lychrel” vocé encontra varios resultados de
estudos feitos sobre estes niimeros misteriosos, entre eles se destacam os trabalhos de Jason
Doucette, que chegou a impressionantes 13 milhoes de digitos apds sucessivas iteragoes do

nimero 196 sem obter palindromo para tanto ele gastou 2888 dias no arduo processo. O
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nimero publicado no site dele estd num bloco de notas de tamanho 13 megabytes.

Em fevereiro de 2006 Landingham completou 699 milhoes de iteragoes, alcancando
um numero de 289 milhoes de digitos sem encontrar um palindromo, e o célculo continua
(LANDINGHAM, 2006).

A tabela 2.2 mostra alguns nimeros palindromos e seus respectivos ntimeros de

iteragoes necessarias para gerar palindromo.

Digitos Numero Numero de iteracoes
2 89 24
3 187 23
4 1.297 21
5 10.911 55
6 150.296 64
7 9.008.299 96
8 10.308.988 95
9 140.699.390 98
10 1.005.499.526 109
11 10.087.799.570 149
12 100.001.987.765 143
13 1.600.005.969.190 188
14 14.104.229.999.995 182
15 100.120.849.299.260 201
16 1.030.020.097.997.900 197
17 10.442.000.392.399.900 236

Tabela 2.2: Iteragoes que geram palindromos

2.4.2 PALINDROMOS DIVISIVEIS POR 11

Existem varias outras particularidades sobre os niimeros palindromos.

Uma delas é que todo ntimero palindromo com um niimero par de digitos é divisivel
por 11, ou seja, o resto da sua divisao por 11 é zero.

Exemplos:

872312213278 (nimero palindromo com 12 digitos)

91533644633519 (nimero palindromo com 14 digitos)

Se dividirmos qualquer um desses nimeros por 11, o resto sera nulo.

O fato pode se confirmado facilmente no X-LOGO digitando o comando: "mostre

resto 91533644633519 117 e "mostre resto 872312213278 117
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Vale lembrar que um nimero é divisivel por 11 quando a soma alternada de seus
algarismos for um multiplo de 11.

Seja aya2a3ay...49, 302, 202, _1G2,, Um palindromo de 2n digitos. Pelo fato do
numero ser palindromo, os digitos equidistantes sao iguais. Aplicando o critério de divisao
por 11 os digitos de ordem impar serao positivos, enquanto que os digitos de ordem par
serao negativos, como segue abaixo.

a1 —az +ag —ag+ ... + ap—3 — Aop—2 + Aop—1 — A2

Reagrupando os termos equidistantes:

(a1 — agn) + (—az + agn—1) + (a3 — azp—2) + (—as + agn—1) + ...

Note que todos as somas entre parénteses sao nulas, porque os termos equidistan-
tes sao iguais. Segue-se que a soma alternada é divisivel por 11, e portanto o nimero

palindromo com um numero par de digitos é divisivel por 11.

2.4.3 OUTRAS FORMAS DE GERAR PALINDROMOS

A titulo de curiosidade podemos listar outras formas de se encontrar palindromos.
Por exemplo, se elevarmos ao quadrado um ntmero de no maximo 9 digitos todos iguais
a 1 teremos o seguinte resultado:

1-1=1

11-11 =121

111-111 = 12321

1111 - 1111 = 1234321

11111 - 11111 = 123454321

111111 - 111111 = 12345654321

1111111 - 1111111 = 1234567654321

11111111 - 11111111= 123456787654321

111111111 - 111111111 = 12345678987654321

Demonstragdo. O nimero z = 10" +10""14+10""2+...+103+10*+10+1, Vn € N|n < 9.

Esta é a escrita na base de um numero de n digitos todos iguais a 1, portanto
elevando ao quadrado teremos:

(10" + 10" +10"2 + ... 4+ 103 + 10% + 10 + 1)?

= (10" + 10" '+ 10" 2+ ...+ 10+ 102 + 10+ 1) - (10" + 10" ' + 10" 2 + ... +
10° +10* + 10 4+ 1)

= 102" + 102D 11022 4 4103+ 102 +10+1+2-(10"- 10" 1 410" - 10" 2 +
4107102 4+10"-104+10" 1+, ..+ 101 10" 2+ 101 10" 3 +. ..+ 10" 1024107 L.
10+10" 1 14...10" 210" 3 410" 2. 10" 4 +. .. +10"2- 10+ 10" 2- 10+ 10" 2- 1+...);
Vn € Njn < 9. O
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Note que produto formara um nimero com uma quantidade par de digitos. Na

tabela 2.3 estao os termos do desenvolvimento do nosso numero.

Termo | quantidade de vezes que aparece
10%m 1

102n~1 2

10272 3

10273 4

107'1+1 (n)
" (n—1)
10! (n—2)

103 4
102 3
2
1

10
10°

Tabela 2.3: Termos do desenvolvimento do palindromo

De acordo com a tabela 2.3, os termos equidistantes tem mesmo coeficiente, por-
tanto o nimero obtido é um palindromo.

Note que se n > 10 ja nao vale a proposicao, de fato se tivermos:

T111111111 - 1111111111 = 1234567900987654321 que nao é palindromo.

2.4.4 CURIOSIDADE CAPICUA

Dia 20 de fevereiro de 2002, quarta-feira, foi uma data histérica. Durante um
minuto, houve uma conjuncao de nimeros que somente ocorre duas vezes por milénio.
Essa conjugacao ocorreu exatamente as 20 horas e 02 minutos de 20 de fevereiro do ano
2002, ou seja, 20:02 20/02 2002. E uma simetria que, na matemaética, ¢ chamada de
capicua. A raridade deve-se ao fato de que os trés conjuntos de quatro algarismos sao
igua is (2002) e simétricos entre si (20:02, 20/02 e 2002). A dltima ocasido em que isso
ocorreu foi as 11h11 de 11 de novembro do ano 1111, formando a data 11h11 11/11/1111.
A préxima vez serd somente as 21h12 de 21 de dezembro de 2112 (21h12 21/12/2112).
Provavelmente nao estaremos aqui para presenciar. Depois nunca mais havera outra
capicua. Em 30 de marco de 3003 nao ocorrera essa coincidéncia matematica ja que

nao existe a hora 30. Esta curiosidade sobre os palindromos foi extraida do site Tripod
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2. Quando trabalhamos com ntimeros palindromos no ensino fundamental inserimos a
ideia matematica de recorréncia, o que sera muito importante para o desenvolvimento
matematico dos discentes no futuro. Isto também podera despertar a curiosidade sobre o

tema. Talvez os Numeros de Lychrel despertem uma paixao pela matematica.

2.5 DESIGUALDADE TRIANGULAR

Uma proposta interessante seria pedir para que os alunos tentem construir um
triangulo com quaisquer segmentos que desejem. E provavel que em algumas situacoes

ocorram fracassos. Resta entao analisar o porque disto ter ocorrido.

2.6 PROBLEMATICA

Inicialmente vamos fazer uma conjectura para depois justificar os fracassos. Como
o objetivo é usar o software X-LOGO para construir os conceitos, iremos trabalhar uma
lista de comandos no programa a fim de descrever a situacao desejada. O exemplo 2.6.1

serd uma boa proposta para discussao.

Exemplo 2.6.1. E possivel construir um triangulo com trés segmentos de comprimento

100, 200 e 300 passos de tartaruga?

Existem varios conceitos envolvidos neste problema. O aluno para resolvé-lo tera

que atentar para duas probleméticas.

1. O comprimento do segmento.

2. O angulo de giro.

Se ele conseguir encontrar segmentos que satisfacam as condigoes do problema,
mas nao conseguir descobrir os angulos de giro necessarios nao sera possivel resolve-lo. E
muito provavel que o discente necessite de auxilio para esta empreitada, haja vista que
dependera de conceitos que provavelmente desconheca.

Plotando na janela de visualizacao trés pontos A, B e C, por exemplo, vamos
discutir as possibilidades de se partir de um ponto e chegar no outro, usando o comando
“rotule” para plotar os pontos e os comandos "pf”(para frente), “pt”(para tras), "pd” (para

a direita) e ”"pe”(para esquerda) para movimentar a tartaruga de acordo com as nossas

2Fonte: Tripod. Disponivel em: jhttp://leandrobrito.br.tripod.com/curiosidades.htmy. Acesso em 20
jun 2017.
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necessidades na atividade. Observe que existem duas possibilidades: ou os trés pontos

sdo colineares ou nao sao. Vide a figura 2.10.3

Figura 2.10: Trés pontos colineares e trés pontos nao colineares no plano

A/\‘C

Vamos agora apresentar um lema que mais tarde resolvera nosso problema. Se A,
B, e C sao pontos colineares, com B entre A e C, entao AB + BC = AC, Supondo agora
que os trés pontos nao sejam colineares, sejam tracados os segmentos AB, BC' e AC, tais
que AB = ¢, BC = a e AC = b como mostra a figura 2.6 . Entdo vale a desigualdade
triangular: a < b+ ¢

3FONTE: Dados da pesquisa
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Figura 2.11: Desigualdade triangular

Demonstracao. Desigualdade triangular. Seja agora prolongado AB até um ponto D
tal que BD seja igual a AC. Assim teremos que AD = a+c. Observe que o triangulo BCD
é isésceles, pois temos BC' = BD = a e Z/ZBCD = /CDB. Dai podemos concluir que
/ZACD > /BCD = ZCDA. No triangulo ACD, isso significa que AD > AC segue-se
que: a + ¢ > b. Utilizando o mesmo argumento poderemos mostrar que a + b > ¢ e que

b+ c > a. O

Observe que a menor distancia percorrida do ponto A até o ponto C é o segmento
AC, segue-se que, qualquer outro percurso acarretard numa maior distancia que este
segmento, sendo assim, se a figura formada for o triangulo ABC, por exemplo, a soma das
distancias de AC' + BC' > AB. O mesmo ocorreria se tivéssemos tomado como referéncia
os segmentos AC e BC.

A condigao necessaria e suficiente para se formar um triangulo é que a soma de dois
lados quaisquers, tomados aletatoriamente, seja maior do que o terceiro lado. Portanto
nao é qualquer tripla que formara triangulo. A tripla escolhida deve satisfazer as condicoes
da desigualdade triangular. Isto responde o exemplo 2.6.1, nao existe um triangulo com
medidas 100, 200 e 300 passos de tartaruga. Esta discussao pode ser feita com alunos a

partir do sexto ano do ensino fundamental.
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2.7 ANGULO DE GIRO

De volta ao nosso problema de construir o triangulo, suponha agora que os segmen-
tos escolhidos satisfacam as condicoes da secao 2.6. Afirmo que ainda nao serd possivel

construir o triangulo desejado se nao conhecermos os angulos internos do mesmo.

Exemplo 2.7.1. Determine todos os angulos do triangulo formado com os segmentos de

comprimento 50, 60 e 70 passos de tartaruga.

Solucao 1. Conhecemos os comprimento dos lados do triangulo, entao vamos aplicar a

Lei dos Cossenos para encontrar os angulos internos.
a>=b*"+c*—2-b-c-cosa (2.2)

Sendo a, b e ¢ sao o0s lados do triangulo e o € o angulo entre os lados b e c.

1
Dai teremos: T7°=62+5% —2-6-5-cosa = cosa = R = o~ 78,46°.

Estas contas poderiam ser feitas facilmente no X-LOGO utilizando o comando div,
para efetuar a divisao, e o comando acos para calcular o arco cujo cosseno resulta em 5
obviamente preferimos colocar 0,2 para evitar excessos de escrita no programa.

Faremos aqui uma pausa para falar do comando div. Ele é usado para dividir dois
nimeros para isto, basta que se escreva na caixa de entrada o comando div 10 2 para
que ela faga a divisao do 10 pelo 2, por exemplo. E importante coloca que o X-LOGO
funciona como uma calculadoa algébrica para fazer contas, mas é sempre bom evitar o uso
de paréntesis para que o progama nao responda com mensagens de erro tipo esta: Muitos
argumentos entre paréntesis. Por esta razao quando calculamos o arco cujo cosseno é 0,2
preferimos escrever sua expressao diretamente no programa: acos div -7*74+6%6+5%5 60.
O programa entende perfeitamente a prioridade das expressoes, ele calculou primeiro a
expressao -7*7+6%6+5%5, depois dividiu por 60, e por ultimo calculou o arco solicitado
no inicio do comando.

Vide o exemplo na figura 2.12.

Figura 2.12: Lei dos cossenos no X-LOGO

M _ _— | | _|\ ’
| | | i { | |
oS s -85 i E
BRI sl | Rel
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Analogamente poderemos calcular § = 57,12° e § ~ 44,42°. Vale ressaltar que

para fazer a construgao desejada no X-LOGO, temos que levar em conta que a tartaruga se

movimenta em relacao ao angulo raso, portanto se desejarmos um angulo interno de 78,46

devemos movimentar a tartaruga na direcao pd ou pe com inclinacao de 180-78,46=101,54

graus, ou seja devemos usar o angulo externo. A figura 2.12 mostra a solugao do nosso

problema.

Figura 2.13: Construcao de um triangulo dados os seus lados

| u Hlogo

| Arquive Edicdo  Feramenias  Ajuda
komancn:

:l s Y -4 =%

‘é
&

mosire acos div-T*7+5*6+5"5 60
TRABINA096T 18450

pr&0

pd 10154

ol 60

0d 13558

pf 70

nd 122.88

it

Os comandos escritos no programa estao descritos abaixo:

mostre acos div -7*7+6*6+5%5 60
78.46304096718453

pf 50
»d 101.5

pf 60
pd 135.58

pf 70
pd 122.88
dt

| Editor || Pare
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Analisando os comandos descritos, vemos que na primeira linha esta o cdlculo de
um dos angulos internos do triangulo, na segunda o programa ja mostra o resultado, na
terceira, quinta e sétima linhas usamos os segmentos dados, enquanto que na quarta,
sexta e oitava linhas usamos os angulos externos dos angulos calculados com a expressao
da primeira linha. Na tltima aparece o comando dt, este é facultativo, serve apenas para
fazer a tartaruga desaparecer e melhorar a visualizacao da figura 2.13.

Podemos concluir que esta tarefa se mostrou mais complexa do que parecia no
inicio, pois para executa-la perfeitamente o discente devera dispor dos conceitos de angulo
externo, desigualdade triangular e lei dos cossenos. Estes conceitos fazem que esta ati-
vidade fuja do escopo do sexto ano do ensino fundamental e adentre a primeira série do

ensino médio.

2.8 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Vamos usar o X-LOGO para construir um circulo e nele identificar as desigualdades
das médias, em seguida, demostraremos estas desigualdades no plano, mas primeiro vamos

defini-las.

2.9 DEFINICOES INICIAIS

Definimos como a Média Harmonica entre dois niimeros reais e positivos a e b a
expressao:
2a-b
H = (2.3)
a+b

Também definimos a Média Geométrica entre os nimeros a e b pela equacao.

MG=+Va-b (2.4)

Dados dois numeros reais a e b positivos a Média Aritmética entre estes nimeros
¢ definida pela a razao:
a+b

MA= "=, (2.5)

Por 1ltimo a Média Quadratica entre os niimeros a e b, reais e positivos, é definida

COImo:

a® 4 b?

MQ =1\

(2.6)
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2.10 EXEMPLOS DE APLICACAO

Vamos fazer alguns exemplos para ilustrar a situacao:

Exemplo 2.10.1. Um veiculo percorre 30km com velocidade de 30km/h, em sequida, ele

percorre a mesma distancia com velocidade de 20km/h. Qual € a sua velocidade média?

Figura 2.14: Diagrama ilustrativo das distancias percorridas

B3 dy = 30km £ dy = 30km
& ® o o

dy = 30km do = 30km

@
) t = 30km/h B vy = 20km/h
Vin = 2bkm/h

5 dy = 0km H do = 30km
[ i 8

Vin

t=2,5h

Solugao 2. A figura 2.1/ ilustra a situagao.

Efcicil verificar que o veiculo gastou 1h para percorrer o primeiro trecho e 1,5h para
percorrer o sequndo trecho, para mostrar isto basta dividir a distancia pela velocidade em
cada trecho. Ainda na figura , pode-se notar que nao € dificil acreditar que a velocidade
média no percurso DF seja a média das velocidades no percurso AC. No entanto se
fosse assim ao se calcular a velocidade média obteriamos 25km/h, e isto, resultaria que
o tempo gasto no percurso seria 2,4h. Concluimos que a velocidade média nao é a média
das velocidades. Temos que calcular a velocidade média de forma que o tempo gasto no
percurso seja 2, 5h.

Sendo assim divindo a distancia percorrida pela velocidade obteremos:

60km
——— =2.5h
Vi ’
60km
= — =24
sV, 5 5h km/h

Portanto a velocidade média é V,,, = 24km/h.

De modo geral percorrendo duas distancias iguais com velocidade diferentes a ve-
locidade média sera a média Harmonica das velocidades. A demonstracao deste fato sera

feita a seguir.
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Exemplo 2.10.2. Sejam d a distancia percorrida nos trechos AB e BC, com velocidades
vy € vy, e tempos ty e to, respectivamente, como mostra figura 2.14. A wvelocidade serd
aquela que o movel percorrerd no tempo t; + to, vamos mostrar que a velocidade média é

a média harmonica.

Solucao 3. Pela figura 2.15 observamos que o tempo para percorrer o trecho AB é dado

por:

Figura 2.15: Média Harmonica

d

Vim

.f_f| 1-!:

d
tl —_ .
U1

Analogamente o tempo para percorrer o trecho CB é dado por:
ty = —.

V2

A welocidade média € aquela que ao se percorrer todo o trecho AC o tempo gasto serd

Dai:
2-d _y 1y
Vm_l 2
2d_d_d
Vm_Ul V2
2-d d d

2'1}1'1)2
V1 + Vg

Portanto a Velocidade Média é a Média Harmonica das velocidades neste caso.
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Exemplo 2.10.3. Suponha que desejamos construir um quadrado e um retangulo de tal
forma que ambos possuam a mesma drea, como mostra figura 2.16, que relacdo deve haver

entre seus lados?

Figura 2.16: Quadrado e retangulo com mesma area

H

Solugao 4. Para satisfazer as condi¢coes do exercicios € necessario que:
a-b=07%<1=+a-b.
Concluimos dai que o lado do quadrado deve ser igual a média geométrica dos lados nao

paralelos do retangulo para que eles possua a mesma drea.

Exemplo 2.10.4. Na tabela 2.10./ estdo as taxas mensais de inflacao de um pais no 1°

bimestre de um certo ano. Qual € a taxa média bimestral de inflacao?

Mes Taxa de inflagao
Janeiro 2 %
Fevereiro 1%

Solucao 5. Vamos supor que o preco de um determinado produto no dia primeiro de
janeiro do ano em questao seja P, no fim deste més o preco deste produto sofrerd um
aumento de 2 % e seu preco serd: P-1,02. Note que o nimero 1,02 ndao corresponde a
taza, ele € o fator de correcao que dd acréscimos de 1%. No fim de fevereiro este produto
sofrerd um novo aumento agora de 1%, e seu preco serd reajustado para P -1,02-1,01.
A taxa média € a aquela que ao ser aplicada nos meses de janeiro e fevereiro resultaria
no mesmo resultado. Seja i esta taxa entdo o fator de correcao serd 1+ 1, e o valor do

produto corrigido com a inflagio serd P - (1+14)?. Portanto teremos:
P-(1+1i)?=P-1,02-1,01

& P-(1+9)*=P-1,02-1,01



47

& (144)2=1,02-1,01

& 14+i=1,02-1,01

&i=yT,02-1,01 -1

Observe que a média geométrica aparece no calculo da taxa média. O nimero
V1,02 - 1,01 é a média geométrica dos fatores de corregao.

Exemplo 2.10.5. Suponha que no Fxemplo 2.6.1 deseja-se apenas calcular a média das

velocidades no percurso.

Solucao 6. Basta calcular a média artimética entre elas.

Mv:U1+02
2
2
M, — 0;30:5—20:25km/h

Exemplo 2.10.6. Calcular a média quadrdtica entre os numeros 2 e 18.

[22 + 182
Solugao 7. Mg = +T ~ 12,4

2.11 INTERPRETACAO GEOMETRICA

A interpretagao geométrica estd ilustrada na figura 2.17 nela esta as desigualdades

das médias para os ntimeros reais e positivos = e y.
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Figura 2.17: Desigualdade das médias

G
MH = Média harmoénica c
Py L, - B
MG = Média geométrica MA MQ M
M A = Média aritmética D=9 M
MQ = Média quadratica o
X Y

Vamos mostrar que independente da posi¢ao do ponto B no circulo sempre vai

ocorrer na figura 2.17 as desigualdades:

MH < MG < MA< MQ

De fato, da maneira como foi disposto na figura 2.17 o segmento CD = z 4y, é a medida

do diametro do circulo. Dai segue-se que:

MA:m;y

Sejam agora tracadas na figura os segmentos BC' e BD. Assim o triangulo BCD ficard

dividido em dois triangulos semelhantes a saber, BCF e BDF. Vide a figura 2.18.
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Figura 2.18: Triangulo BCD

Vamos mostrar que BF = /z - y. Como o triangulo BCF é semelhante ao triangulo
BDF, teremos:

CF TF
BF DF’
Pelo fato de CF = z e DF = y, teremos BE =z - y, e portanto: BF = /T -y =
MG. J4 podemos concluir que: MG < M A, pois o maior valor que o segmento BF pode

assumir é a metade de uma corda do circulo, no qual a maior corda possivel é o diametro,

que por construcao é igual a x + y, portanto:
MG = J775 < xT“/ — MA

No triangulo BHF, ilustrado na figura 2.19 nao ¢é dificil ver que MH < MG,
pois o triangulo citado é retangulo,basta verificar se este segmento é realmente a média

harmonica.
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Figura 2.19: Triangulo BHF

s A
AD=21Y ¢ ®
2 MH
H
DF =y v
C A = D
k n

Na mesma figura o triangulo ABF, AB é a medida do raio do circulo e é também
a medida da hipotenusa do mesmo. Note também que os triangulos BFH e ABF sao

retangulos respectivamente em FeH , portanto vale a relagao:

AB.BH = BF~
Dali teremos:

. BH = MG?

T+ _
“2-BH=ux-y

BH = 22y,
T+y

Dividindo o numerador e o denominador por x -y, é possivel fazer esta operacao, pois

2
1
It

tanto z quanto y sao nao nulos. Dai teremos entao: BH =

< |-

Segue-se que o segmento BH é a média harmonica, e portanto, BH < MG.

Resta apenas mostrar que M A < M@, e de fato o é, pois no triangulo retangulo
AFG o segmento FG, que tem medida MQ é hipotenusa, enquanto o segmento AG, de
medida MA, é cateto. Devemos entdo mostrar que FG é realmente a média quadratica.

Mas primeiro temos que calcular a medida do segmento AF.
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Observe que na figura 2.20, o segmento AD também ¢é igual ao raio do circulo, e

portanto é igual a média aritmética de z e y.

Figura 2.20: Triangulo AFG

Dai temos que:

AF = AD — DF

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AFG teremos:

FG’ = MA? + AF
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= ()7 + (5

_ 22 42.2y+y? + 22 —2-z-y+y?

o 4 4

_ r?2xyt+yi+a’—2-xy+y?
- 4

_ 12+y2+x2+y2

Entdao podemos concluir que o segmento FG é a média quadratica. A generalizacdo

deste fato estd no Apéndice deste trabalho.

2.12 CONSTRUCAO NO X-LOGO

Definimos o circulo cujo raio é a média aritmética dos nimeros x e y dados na figura
2.2 como medida dos segmentos CF e F'D, e em seguida facamos a seguinte sequéncia de

comandos para construir a figura .

Exemplo 2.12.1. Construir um circulo de raio 100 passos de tartaruga, e em sequida

identificar as médias.

Solucgao 8. circ 100 pf 100 pt 100 pd 90 pf 100 pt 200 pe 16.94 pf 191.16 pd 90 pf 58.21
pd 106.94 pf 100 pd 90 pf 100 pd 140.3 pf 129.99 pd 129.7 pf 83.07 pd 146.13 pf 100 pd
123.87 pf 55.77 pd 146.13 pf 46.35 pd 90 pf 31.15.

Devemos relembrar que o comando cirec 100 desenha um circulo de raio 100 passos
de tartaruga, enquanto que os comandos pd, pe, pf e pt, movimentam a tartaruga para
direita, esquerda, frente e para tras, respectivamente e que também seguem a unidade
passos de tartaruga.

Vale ressaltar que todos os valores acima estao ligados aos valores iniciais de z e y na
figura 2.2, estes por sua vez estao estritamente ligados ao raio do circulo, que no nosso caso
¢ 100 passos de tartaruga. E importante que o professor faca cada comando com os alunos
justificando o porqué de estar utilizando-o. Neste momento podera inclusive tratar de
conceitos como semelhanga de triangulos, razoes trigonométricas, angulo externo, angulo

inteno, soma dos angulos internos, Teorema de Pitdgoras entre outros.
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2.13 CIRCULOS TANGENTES

Vamos digitar a lista de comandos a seguir na janela algebra, um a um, e observar
o que acontece. Para isto bastar clicar na tecla "ENTER” apo6s a cada comando digitado.

circ 100 pt 100 pd 90 pf 200 pe 90 pf 100 circ 100 pt 100 pe 90 pf 100 pd 90 pf
25 circ 25 pt 25 pd 90 pf 33.33 pe 90 pf 11.11 circ 11.11 pt 11.11 pe 90 pf 16.66 pd 90 pf
6.25 circ 6.25 pt 6.25 pd 90 pf 100 pe 90 pf 6.25 dt.

O resultado esta na figura 2.21.

Figura 2.21: Circulos tangentes

t ts ty t3 ts 7 to

A ideia central é que o aluno perceba por si s6 que a figura 2.21 aparenta mos-
trar circulos tangentes a reta e tangentes e entre si dois a dois. Ele ao implementar os
comandos acima perceberd visualmente que a tangéncia entre os circulos e a reta parece

ser verdadeira. Surge entao os seguintes questionamentos:

e Os circulos sao realmente tangentes?

e Serd que se aumentarmos o zoom no software os circulos, tomados dois a dois,

realmente tocardo a reta em um unico ponto?

e Serd que a cada par de circulos sempre existird um terceiro que seja tangente aos

dois primeiros e a reta?

e Serd que existe alguma relacao entre a distancia dos pontos de tangéncia e suas

coordenadas no plano?
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Para fixar as ideias vamos colocar a origem do sistema de coordenadas no t;. Vale
ressaltar que também é possivel construir esta figura digitando todos os comando de uma
s6 vez e finalizar apertando a tecla "ENTER”, contudo a tartaruga ird construir a figura
toda de uma s6 vez. Procedendo desta maneira o aluno nao conseguird perceber o que
cada comando faz no programa. Mesmo que seja mais trabalhoso o processo de digitar
comando por comando é mais rico do ponto de vista matematico.

O rétulo dos pontos é opcional nesta construgao e pode ser feito utilizando o
comando rotule. Obviamente o manipulador do programa também terda que rotular o
ponto, pois os comandos acima apenas desenham os circulos e a reta sem rotula-los. E
importante também que a pessoa que esta utilizando o programa mude o tamanho da
fonte neste momento para melhorar a visualizacao, mas isto vai depender do tamanho
dos raios dos circulos construidos. O processo de mudar a tamanho da fonte se faz com o
comando: mudefonte 18, se desejar que o simbolo apareca no tamanho 18.

A afirmacgao é que os pontos de tangéncia: ti, t9, ..., t7, s@0 sempre numeros
racionais. Mas serd que isto vai sempre ocorrer para quaisquers que sejam os raios dos
circulos iniciais? No exemplo feito no X-LOGO os raios dos circulos maiores tém com-
primento igual a cem passos de tartaruga. Este valor nao foi escolhido aleatoriamente,
pelo contrario, foi escolhido a fim de dar mais visibilidade a figura. Isto ocorre porque a
unidade passos de tartaruga é muito pequena. E se comegassemos com raio 0,5 fazendo
os circulos tangentes a reta y = 07 Serd que conseguiriamos construir a mesma figura?
Existe alguma relagao entre os pontos de tangéncia e os raios dos circulos? Todas estas
perguntas serao respondidas posteriormente.

Antes de comecar precisamos de esclarecer que o termo ponto de tangéncia, significa que
a reta que passa por este ponto tocando o circulo uma tnica vez perpendicularmente ao
diametro do circulo. Necessitaremos também de um lema que iremos utilizar varias vezes

durante a nossa conjectura e posteriormente na prova dela.

2.14 LEMA

Lema 2.14.1. A distancia entre os pontos de tangéncia de dois circulos de raios R e r,

respectivamente, tangentes entre si e tangentes a uma reta é x =2 - R - r.

Se observarmos na figura 2.21 a cada dois circulos tangentes entre si, eles também
serao tangentes a reta 7.

Observe a figura 2.22, ela ird auxiliar na prova do lema. Nela estao as medidas dos
segmentos DE, AC' e BD
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Figura 2.22: Circulos tangentes dois a dois

BD=R+r

BE=R-r

De fato, note que o segmento DE é paralelo ao segmento AC, este dltimo é per-
pendicular aos circulos nos pontos A e C', pois estes sao pontos de tangeéncia dos circulos,
portanto o quadrilatero AC' DFE é um retangulo, segue-se que o triangulo BE D é retangulo
em F, e pelo Teorema de Pitdgoras podemos escrever:

BD’ = BE + DE", dai teremos:

(R+7)>=(R—r)?+ 22

S REP42-R-r+rm?=R>—-2-R-r+1r*+ 22

~+4-R-r==x

Sr=vV4-R-r

r=2-VR-r (2.7)

Este lema é de facil demonstragao além disto ele sera muito til para as construcoes

que se seguem.

2.15 CALCULO DOS PONTOS DE TANGENCIA

Na figura 2.23 inserimos um novo circulo tangente aos dois circulos anteriores e
tangente a uma reta, este novo circulo esta posicionado entre os dois circulos anteriores.
Surge uma pergunta: quanto mede o raio deste novo circulo? Vamos utilizar o lema
que provamos para calcular o raio deste circulo. De acordo com ele os segmentos AG e
GC medem respectivamente 2 - /R -y e 2+ /F-y. Por outro lado o segmento AC' mede
2-vVR-r
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Figura 2.23: Tres Circulos tangentes entre si e tangentes a reta

5

De acordo com a figura 2.23:

AG + GC = AC, portanto;

2-vVR-y+2-\/r-y=2-vR-r, dividindo ambos os membros por 2-/R-r-y
teremos:

2VRy , 2\ 2. VR

>Ry 2VRry 2vRErg

2\/E\/y . 2T \/fy _ 2\/}_3\/77 -

1 1 1

S 2.

Vi VR VB .

Agora dispomos de ferramentas suficientes para calcular todos os raios dos circulos

que forem inseridos tangentes a reta e tangentes aos circulos anteriores, através da equacao
2.7, bem como seus pontos de tangencia por 2.8. Vamos investigar mais este problema
inserindo mais circulos, calculando seus raios e pontos de tangéncia.
Chamando de y; o raio do primeiro circulo colocado entre dois circulos tangentes

1
de raio 5 por exemplo, podemos calcular sua medida usando a expressao anterior.

—_
—_

1
==

S

N | —
N | —
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1 1 1
N O DTy
1 Vi VU1 v 2.2
2

A figura 2.24 ilustra situacao.

Figura 2.24: Calculo do raio do circulo tangente no ponto ts

Agora vamos calcular o ponto de tangéncia t3, pelo lema ele é o dobro da raiz

quadrada do produto dos raios dos circulos tangentes a reta:

wmr T Lo [w

1
Portanto o circulo de raio y; = —, possui ponto de tangéncia t3 = 3

Continuando o processo calcularemos o raio y, e o ponto de tangéncia t, do circulo
inserido entre este e o circulo tangente no ponto t;= 0.

A figura 2.25 ilustra a situacao.
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Figura 2.25: Circulo tangente no ponto ts

B
(o]

RO | =

b ta t3 to

Pela equacao 2.8 o raio do circulo é:
1 1 1
+

Vamos calcular o ponto de tangéncia t, para tanto utilizaremos mais uma vez a

equagao 2.1:
V2 18
1
la 6 '3

1
O circulo de raio ys,= 8 é tangente no ponto t; = 3

Observe que até o presente momento a inica coisa que utilizamos de geometria é o lema,
que é consequéncia imediata do Teorema de Pitagoras. Vale ressaltar que esta construgao
é elementar, mas esta longe de ser facil. A verdade é que muita gente confunde Ma-
temdtica Elementar com Matemdtica ficil. E bem verdade que estes dois termos nao

sao sinonimos, sendo assim, se equivoca quem pensa desta maneira. Dizemos que a Ma-
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tematica é Elementar quando dispomos de poucos recursos para fazer as construcoes ou
demonstracoes, isto a torna mais acessivel aos leitores.

O processo iniciado aqui é realmente trabalhoso, mas temos que continuar inserindo
circulos e calculando os seus pontos de tangéncia. Quanto mais exemplos fizermos me-
lhor serd a aceitacao da nossa posterior conjectura. No final seremos premiados com um
magnifico e inesperado resultado. Continuando, entao, a figura 2.26 ilustra a inser¢ao do

circulo tangente no ponto ts.

Figura 2.26: Circulo tangente no ponto ts

B | —

Vamos calcular agora o seu raio ys.
Observe que pela figura 2.26 que esta construgao é simétrica anterior, portanto, o raio do

circulo tangente no ponto t5 é igual ao raio do circulo tangente no ponto t4, segue-se que
1

Y= 1_8

Quanto ao seu ponto de tangéncia observe que a distancia do ponto t, até o ponto t;

¢ igual a distancia do ponto ¢y até o ponto t5, por simetria. Dai temos:

12
o 373

Continuando o processo vamos inserir mais um circulo tangente e vamos calcular seu
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raio. Vide a figura 2.27.

Figura 2.27: Circulo tangente no ponto te

1 1 1
Pela equacao 2.7: = +
VTN
2 18
1
—=V2+/18 &
Vs
1
—=v2+3-V2 ¢
V1
1
Vs
L <~
Ya (4'\/5)2
1
94—32

Vamos calcular o ponto de tangéncia tg utilizando o lema.

1
te =2 4] ——
6 416
b= 9.
67 %9y

t6=—
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Mais uma vez calcularemos a abscissa de um novo ponto de tangéncia que chamaremos

de t7, por simetria seu raio possui medida 33 Vide a figura 2.28.

Figura 2.28: Circulo tangente no ponto t-

E
ty

Calculemos agora a abscissa t; para tanto vamos utlizar o lema.

tr =15 + 2 1 1H
[ V18 32

_2:12+43-1
N 3-.12
_27H
36

3
t7 — Z
O ponto t; também poderia ser encontrado calculando |ts — tg|, pela simetria da

figura.
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1 3
tr=1—-=-
! 44
Vamos calcular apenas mais dois pontos de tangéncia e os respectivos raios dos circulos
tangentes nele.
Fazendo uso da figura 2.29 4, da equacao 2.7 e do lema podemos calcular o raio ys

e o ponto de tangeéncia tg.

Figura 2.29: Circulo tangente no ponto ts

Da equagao 2.7 teremos:

Lt .t
Vs /L\ﬁ
18 8

=3V2+2-V2 &

1
Vs

=52

1
:mH
1
y5:(5‘\/§)2<—>
1
95—%

4FONTE: Dados da pesquisa
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Vamos agora calcular o ponto de tangéncia tg. Pelo lema:

te=t4 + 2 1 1H
s 18 50
=14+ 2 1 &~
- V2.9.2.25
=14+ 2 1 >
- 2.3-5
=1 2 - &~
1t2 53
_1+1H
3 15
_1-15+3-1
- 3-15
18
© 45

2
tgzg

1
Por simetria o circulo tangente no ponto tg possui raio igual ys = 50 Vide na figura
2.30.

Figura 2.30: Circulo tangente no ponto te

1
Resta calcular o ponto de tangeéncia tg, que pode ser encontrado somando de t3 = 3
a distancia |t3 — tg|. Mais uma vez faremos uso do lema:

t9:t3+|t3—t9| <~
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_1-1042-1
N 2-10

_12H
20

to= =

Na figura 2.31 esta um resumo de todos os nossos passos até o presente momento.

Figura 2.31: Circulos e seus pontos de tangéncia

b =

Apo6s este trabalho arduo de calcular os pontos de tangéncia e raios do circulos,

veremos se existe alguma relacao entre eles. Para tanto vamos analisar os valores obtidos.

1
e O ponto t; é tangente no ponto 0 e possui raio 7
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1
O ponto ty é tangente no ponto 1, e possui raio 7

O ponto t3 é tangente no ponto —, e possui raio

O ponto t, é tangente no ponto — e possui raio —

—_

O ponto t5 é tangente no ponto — e possui raio —.

O ponto tz é tangente no ponto — e possui raio —.

N}

O ponto t; é tangente no ponto — e possui raio —.

1
3
3
)
)

\)

O ponto tg é tangente no ponto — e possui raio —.

e}

1
g
1
8
1
8
1
1
1
1

G W TN =W = WIND W= N

O ponto tg é tangente no ponto — e possui raio —.

=}

2.16 Conjectura

Ja podemos observar alguns resultados. Por exemplo, quando dois circulos sao
tangentes? Ao calcular a médulo da diferenca entre dois pontos de tangéncia temos um

resultado um tanto curiosos.

1
[ty —t3| = [ta — 3] = 5

s ts] = Its —to] = |5 — 21 = 1
3 8| — [43 9_2 5_10
g —tal = It — ts] = |5 — 5] = =
3 4| — |43 5_2 3_6
b5 ts] = lts —to] = |5 — 21 = 1
3 8| — |43 9_2 5_10
o= ta] = lt5 —tol = |5 — 3] = =
4 8| — |5 9_3 5_15
3 1
ty—tg| = |ta —t7| = |1 = 5| = =
tr = tel = [tz = ] = |1 = 5] =
o tel = Its —tr = |5 — 71 = 7
4 6] — [t5 7_3 4_12

Isto nos leva a conjecturar que o numerador da diferenca entre os pontos de tangéncia de
circulos vizinhos é sempre 1.
A tabela 2.4 tras de forma mais simplificada a relacao que conjecturamos que héa entre os

pontos de tangéncia e os raios dos circulos.



Ponto de tangéncia | Abscissa | Célculo do raio | Raio
0 1 1
b 170 71 2
1 1 1
t - =1 S -
1 2.1 2
. 1 1 1
3 9 2. 92 8
. 1 1 1
4 3 2. 32 18
, 9 1 1
b 3 9. 32 18
. 1 1 1
6 4 2. 42 32
. 3 1
T 4 2. 42 32
. 9 1 1
8 5 9. 52 50
. 3 1 1
) 5 2. 52 50

Tabela 2.4: Pontos de tangéncia e raios dos circulos

2.17 PROVA DA CONJECTURA

Assumindo como verdadeiras as informagoes abaixo:

66
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1. Os raios dos circulos tangentes a reta nos pontos da forma ]—9, possuem medida 5
q

q
; p rp _1T .
2. Os circulos tangentes nos ponto = e —; = < —, sao tangentes entre si se, e somente
qa s q S
r p . ~ . . .
se, q-r—p-s=1<4» ——= = —— obviamente p e ¢, sdo primos entre si, assim
s q q-s

como r e s também sao.

3. O conjunto dos pontos de tangéncia é o conjunto Q N [0, 1]

r
Demonstragao. (1) = (2) Dados dois circulos de pontos de tangéncia Lo —, podemos
s

1 1

e —_—
2.q2 2.5
respectivamente, entao uma condi¢ao necessaria para que os circulos sejam tangentes é

. p._r . , .
supor sem perda de generalidade que = | —, se os raios dos circulos medirem
q s

que a distancia entre os centros dos circulos seja igual a soma dos raios dos mesmos como

mostra a figura 2.32.

Figura 2.32: Condicao de tangéncia entre dois circulos

(2

d(A,B) = R1+ R2

Dal teremos:

- r p2+ 1 1\ /1 L1 2
s q 2-¢2 2-52 S \2-¢2 282
2 2 2 2
roop 1 1 1 1 1 1
L_F _9. . — 9. :
«(:-1) <(ap) = (78) (79)+ (75) - (7) = (75)
1 2
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2 2

r—n- 1

& (w) = <—> ; Multiplicando ambos os membros por (q - 5)2, obtere-
q-s q-s

mos:

() o= [G5) ] o

s r—p-si=1
Sq-r—p-s=1

(2) = (3) Suponha que num certo momento temos circulos tangentes no ponto L
q

1 T ) 1
e no ponto — com ralo
7 S

raio L e queremos calcular o raio y do circulo tangente
-8

aos dois e tangente a reta como mostra a figura 2.22 3. Além disso vamos mostrar que

r , . . .,
, um ndimero racional no intervalo [0, 1], e que seu raio é

o ponto de tangeéncia t é
q+s

1
2-(q+5)*

Figura 2.33: Raio y e ponto de tangeéncia t

Utilizando a equagao 2.7 teremos:
1

R S

N T 1
2.q2 2'52

:q-\/§+8.\/§

=(¢+5) V2

SFONTE: Dados da pesquisa
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= (2.9
SR RUEE '
Agora vamos utilizar a equagao 2.1 para encontrar o ponto de tangéncia t.
1 1
t—P—o :
q 2 ¢ 2-(q+s)?
1
<:>t:£_|_—
¢ q-(g+s)
_p(gt+s)+1
q-(q+s)
pqgt+p-s+1
= ;como q-r—p-s=1, teremos:
q-(q¢+s)
_pgqtp-stqr—p-s
q-(q+s)
_p-gtaq-r
q-(q+s)
po Pt (2.10)
q+s

Portanto, o ponto de tangéncia ¢ um nimero racional no intervalo [0, 1].
Além disso ocorre a desigualdade:

+7r r
p<p <

q qg—+s S

De fato, pois:

r pt+r _r-(g+s)—s(p+r) g r+r-s—p-s—r-s,

- - )

s q+s s-(g+s) s (g+s)

Como q-r —p-s =1, teremos:

r r

—— > 0, portanto temos: — > Pt .
s-(qg+s) s q+s
+7r .

Da mesma forma teremos: > E, pois:

q+s q
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ptr p

q+ts q

_ ¢ (p+r)=p-(a+53)
q-(q+s)

_ P gtqgr—pg-p-s
q-(qg+s)

1
q-(qg+s)

Mostramos que, para os novos circulos criados, a diferenca dos pontos de tangéncia de
circulos vizinhos é uma fragao de denominador 1. Também mostramos que o ponto de
tangéncia do novo circulo criado ¢ um nimero racional. Resta mostrar que todos os raci-
onais no intervalo [0, 1] serao criados em algum momento por este procedimento, ou seja,

que todos os racionais E, 0 < p < q, emde(p,q) =1, sdo pontos de tangéncia. Vamos
q

mostrar isso usando o Segundo Principio da Indugao. Para ¢ = 2, temos a fracao 2 que
ja foi criada.
Lembrando que dados dois circulos tangentes entre si, e tangentes a reta nos pontos

b e @, com pi, p2, ¢1 € g2 € N* satisfazendo a equacao ps - g1 — p1 - g2 = 1. O novo
qQ q2
circulo criado tangente aos dois anteriores e tangente a reta, terda ponto de tangéncia na
. pr+p2 D
reta igual a ==.
@1t+q q

Desta maneira p = p1 +p; = p2o =p—preq=q +q¢ = ¢ = q¢— q. Dal tere-

mos:

p—p) a—p-@—q)=1ep-a—p-q—p1-q+p-qa=1

Sp-qa—p-g=1
Seja ]—), uma fragdo com 0 < p < ¢, e mde(p,q) = 1. Como mdc(p, q) = 1, o Teorema de
Bezout garante que existem x e y, nimeros inteiros, taisp-x —q¢-y =1, como 0 < p < ¢
a fragao b €1[0,1. Se X =xg+k-qgeY =yo+k-p, k € Z, sdo solugoes da Equagao
q
/
Diofantina p- X —q-Y =1, se ]i/, com 0 < p' < ¢ emde(p,q) =1, se ¢ < q sao
q
criados como solugao da equagao, entao vamos mostrar que as fragoes P também sio
q
criadas como solucao da Equacao Diofantina. A Equacao Diofantina tem solugao geral:

p-(z+k-q)+q-(—y+k-p)=1,VEkeZ
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Desta forma escolhemos um k € 7Z, de forma que ¢ > xg = x + k-q > 0 e seu
correspondente yo = —y + k - p, teremos p - xg — q - yo = 1. Note que xy deve ser diferente
de zero, caso contrario teriamos —¢q-yo = 1, o que é um absurdo, pois 1 nao é multiplo de
g, como 0 < xg < g, entdo q-yo =p-x9— 1 < p-q e, portanto, ¢ - yo € [0,p - q]. Segue-se
que ¢ - yo < p - ¢, logo, yo < p, ou seja, yo € [0,p].

. . . . . ~ - Yo DP—Y
Nossos primeiros candidatos a racionais sao os pontos de tangéncia — e ——
To (G — %o

. Observe

que eles pertencem ao intervalo [0, 1].

De fato:

~xg— 1 - T )
Dep-xo—q-yozl,temosyozp 0 <p 0<x0,p01sp<q.

Agora como ¢ < ¢, multiplicando ambos os membros por ¢ — p > 0 teremos:

ro-(¢—p)<q-(qg—p)
sSa-(g—p)+1<q-(¢g—p)
Sqro—pao+l1<¢—p-q

Sp-qg—p-ro+1<qg®—q-x

@p-q—p-x(ﬂrl

<q—x
q
cx0— 1
< +p 0 <q—x
q

< P—Yo < q— To.

Portanto os pontos de tangéncia pertecem ao intervalo [0,1]. Por hipétese de

inducao, todas as fragoes no intervalo [0,1] com denominador menor do que ¢, foram

criados como pontos de tangéncia, e portanto, L e P4
To 4— 2o

, foram criados como pontos

de tangéncia.

, N Yo DP—Yo
Agora vamos mostrar que os circulos tangentes a reta nos pontos — e ——— sao
To 4 — To
tangentes entre si. Basta para isto calcular a diferenca entre os pontos de tangéncia.

P—Y% Y
q— %o Zo
(p—yo)'l'o—yo'(q—l'o)

=
Zo - (q—ﬂﬂo)
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P-To—To Yo+ To Yo —q" Yo

=
330'((1—950)
@w;Ecomop.xo_q.yozl
IL’O'(q—Io)
o 1
950‘(61—330)

Isto mostra que os circulos tangentes a reta nestes pontos sao tangentes entre si, pois
a diferenca entre os pontos de tangéncia resultou numa fracao de denominador 1.

Finalmente, de acordo com a equagao 2.9, o circulo entre os dois anteriores é tan-
gente a eles e seu ponto de tangéncia na reta é:

Yo+pP—Y% _p

To+q—To ¢ o
Isto mostra que todos os racionais sao criados em algum momento.
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CONCLUSOES

Qual é o professor de Matematica da educacao basica, que em algum dia da sua
ardua docéncia nunca ouviu as seguintes frases dos alunos?: “Professor porque vocé veio?”
; “Vocé poderia ter faltado”; “ Nossa! Matemdtica de novo?”; “ Professor ndo € vocé nao
¢ a sua matéria que é muito chata”. Realmente é desmotivante ouvir frases deste tipo.
Mas apesar de ter um contetido puramente desmotivador, elas serviram como motivacao
para tentar outras alternativas.

S6 para constar eu ja havia trabalhado com o programa em duas escolas das redes
municipais de Cariacica (“EMEF Renascer”) e de Vila Velha (“EMEF Saturnino Rangel
Mauro”), em 2012 e 2014, respectivamente. Usei o trabalho como avaliacgdo dos dois
ultimos trimestres nos dois casos, cheguei até escrever um projeto no fim de 2014, mas
pelo fato de nao ter feito avaliacao do projeto com os discentes, resolvemos nao falar dele
neste trabalho.

Ele serviu para quebrar a rotina das aulas e acabou gerando uma certa ansiedade
por parte dos alunos na espera pela aula na informética. Acredito que isto ocorreu, pelo
fato das aulas acontecerem no laboratério de informatica. Fica o registro que em alguns
momentos me sentia um professor de Educacao Fisica, nas sextas-feiras, acredito que isto
acontecia porque era la nosso tinico momento da semana que aula de matematica era
desejada por maior parte dos discentes. Alguns até pediam para os pais nao marcarem
consultas médicas nos dias que tinha aula com X-LOGO.

Apesar de nao ter feito avaliacao do projeto alguns resultados ficaram bem visiveis,
por exemplo, eles ficaram mais participativos, percebi que a logica deles melhorou. Também

pude notar que eles ficaram mais motivados com as aulas de matematica.

TRABALHOS FUTUROS

Separamos esta secao para discutir alguns temas que poderiam poderiam ser ex-

plorados futuramente:

e (lirculos tangentes de Ford: Este tema é muito rico, aparentemente parece que a con-
jectura feita aqui, vale para qualquer raio racional que se adote nos circulos iniciais.
Agora se isto for verdade poderemos construir todos os nimeros racionais positivos.
Do ponto de vista espacial percebe-se que se utilizarmos pontos de tangéncia das
esferas obteremos o mesmo comportamento, neste caso a tripla (x,y, z) serd sempre

composta por niimeros racionais.

o Geometria Espacial: Este tema nao foi explorado no trabalho, mas é possivel utiliza-
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lo para construcgoes em perspectiva, trabalhar o conceito de volume e até mesmo

conceitos do ponto de vista vetorial.
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A APENDICES

A.1 GENERALIZACAO DAS DESIGUALDADES DAS
MEDIAS

Queremos mostrar que vale MH < MG < MA < MQ para qualquer quantidade

n de valores para tanto vamos provar um Lema.

Lema A.1.1. Dados n numeros reais positivos, n € N, a saber, x1, T3, T3, ..., Tn_1, Tp,
tais que:
T1 Ty T3 ... Tp_1-Typ = 1, entao:

L1+ To+ T3+ .. FTp_ 1+ Ty >N

Demonstra¢ao. Principio da Indugao Matemdtica Para n = 1, é trivial, pois teremos

x1 = 1 (expressao do produto), e portanto z; > 1 (expressdo da soma).

Para n = 2, com x1, zo € R, obviamente x, x5 sao nao nulos. Ja mostramos no
circulo que vale a desigualdade:

&2“ > \/T1 - Ty, € COMO T - Ty = 1, segue-se que:

nte > V1= 2+ 1y >2

Suponha agora que a afirmacao seja verdadeira para um certo nimero k € N.

T1 T X3...0p_1 Tp=1=>21+To+T3+...+Tp_1+x > Fk.

Observe que nao pode ocorrer todos os x; > 1,7 =1, 2, 3, ..., k; k € N, pois
teriamos: xq1 - X9 - x3...25_1 - T > 1. Também nao pode ocorrer que todos os termos
r, <1,1=1,2,3,..., k; k€N, pois o produto: x1 2o -x3... 251 2 < 1.

Entao 3k € Njzy > 1e 3k € N|zgyy <1 ,dal 2, —1 > 0; 1 — 21 > 0. Se
tivermos mais de um nimero x, k € N com esta propriedade substituiremos pelo produto

dos numeros z;. Dai teremos:

(= 1) - (1 — 2p41)
=T — Tk - Tpa1 — 1 + 21 > 0, somando k£ + 1 em ambos os membros;

:xk—xk-xk+1—1+$k+1—|—k+1>k+1
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=Tk — Tk Tp+1Tk+1 + k+>k+1 (Al)

Usaremos este fato mais tarde em nossa demonstracao.

Considere agora a sequéncia de k£ + 1 niimeros reais nao nulos e positivos:

X1, To, T3,. .., Tk, Tpr1 € Ry, se agruparmos xy - Txy1 no produto:

X1 Ty T3+ ... Tp_1- (Tg - Try1), teremos um produto de k nimeros reais, positvos
e nao nulos. Pela hipétese de inducao:

1+ To+x3+ ...+ Tp_1 + T - T > k. Somando os termos xp € Ty € Tk - Tpiq
subtraindo, em ambos os membros teremos:

T1+To+w3+. . F Ty T Tl — T Tpg1 + T + Ty = K+ Tp + Ty — T T

Por A.1:

=Xk — T - Tp1Tkr1 + k+ > k + 1. Entao:

Ty + Ty + T3+ F Ty FTp Ty — Tk T + T+ Ty > k41

Concluimos que:

Se X1, o, T3,. . Tk, Tkt+1 € R+, tais que: Ty -T2 Xy ... Tgp—1 Tk Lkl = 1

= X1+ To+ T3+ ...+ T 1+ 2 + Txe1 > k + 1. Isto prova o nosso lema.

Agora vamos mostrar que: MG < M A

De fato, pois de MG = \/xy T3 T3 ... Tp_1 - Tp, temos:
MG"=x1 29 23" ... Ty_1- Ty, divindo por MG";
1_[E1'I2'[E3'...'In_1'$n

B MGn

1= T T2 T3 Tp-1 Tn

- MG MG MG T MG MG’

Agora temos o produto de n niimeros reais positivos resultando em 1, segue-se que:

T1 i 4] 4 Z3 i +xn71 i T >
MG MG MG MG MG —

Multiplicando por MG em ambos os membros teremos:

1+ o+ x3+. .. +xH 1+ x, > MG - n. Agora dividindo por n

_ml—i—xg—i—x;;—l—...—l—xn,l—i—xn
n

> MG
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MA> MG

Mostraremos agora que:

%)

n
Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica temos:

>(4) z
SR = s sy
i=1 12231(%1) \/:

Segue-se que MH < MG

Resta mostrar que:
MA < MQ
Vamos usar o principio da indugao matematica para provar que MA < M@Q).

Ja fizemos no circulo para n = 2, portanto:

MQ — . Jz1 ;3@

Suponha agora que afirmagcao seja verdadeira para um certo k € N, ou seja, dados

k valores xy, w9, x3,...,x, € R, teremos:
R e e e R L o T
MQ =

k
Agora considere:
T14+ a9+ 23+ ...+ 21+ 78 L T

k41 il

X1+ Ty +T3+ ... +Tr_1+ Tk
E+1

Seja yx =

Entao temos dois niimeros reais positivos, portanto vale:

2
9 Th+1
_|_ -
(ykﬂm )2 _ Y (k T 1)

2 - 2

<$1+$2+$3+...+$k1+$k>2+<$€k+1>2
E+1 k+1

2

< Ty + Ty +2T3+ ...+ Tp—1+ Tk 2+ Th+1 ?
- k+1 k+1




2
_(mtmdast o dmea o))
N oo B k+1

_(L)Z 1 +2o+x3+ ...+ T 1+ Tk 2+ Tht1 2

o\ k k+1
Pela hipétese de inducao: ,
< <L>2 R D R IR L T . Tht1
-5 k k+1

k)2 5(312+$22+I32+...+l’k_12+13k2 Tht1 2
S k T\rr1

(k).($12+$22+ZL’32+...—|—.73k_12—|—l’k2) (ka)
k kE+1

< 1 $12 + 3722 + .T32 + ...+ $k,12 + SCkz Tht1
< () I 1

1% 4 xo® + 157 + . xpgt + n Th+1
k+1 kE+1

< x12+x22+x32+...+a:k_12+xk2 n xk+12
- kE+1 E+1

1% 4 xo? + 5% + o o+ g
k+1

Concluimos que dados k valores xy, xo, z3,..., xx € Ry, Vk € N, teremos:

MQ = \/x12+x22+x32—|—...+xk_12+xk2 > rT1+To+x3+ ... +TpH_1+ T,
k n
MA.

Finalmente,

) i() o [
H(xz) — Z( );VGN.
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B PROVAS DOS PROCEDIMENTOS
LOGICOS POR INDUCAO MA-
TEMATICA

Separamos as provas dos procedimentos em secoes organizar melhor o trabalho.

B.1 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NUMEROS IMPARES

Demonstracao. A afirmacao é que a soma de n niimeros impares é igual a n?, isto é,
1+3+5+7+...+42:n—5+2-n—3+2-n—1=n?

Vemos que para n = 1 a afirmacao é verdadeira, pois 12 = 1, para n = 2 também,
pois 1 +3 = 4 = 22. Vamos admitir que a afirmacao seja verdadeira Vn € N, n > 1,
segue-se que: 1 +3+5+7+...+2-n—5+2-n—3+2-n—1=mn% Somando 2-n+1
em ambos 0s membros teremos:

1434+5+7+...42-n—=5+2-n—34+2n—14+2-n+1=n’+2-n+1=(n+1)2 O

B.2 PROCEDIMENTO QUE SOMA OS N PRIMEI-
ROS NUMEROS NATURAIS

Demonstracao. Vamos mostrar que:

n-(n+1)

1+2+34+4+.. +n—-34+n—-2+n—-14+n= 5

1-(14+1)
2 7

Se n = 2 a igualdade também ¢ satisfeita, pois 1 + 2 =

Para n =1 temos que: 1 =
2-(2+1)
2
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. 1
Suponhamos que a afirmacao: 1+2+34+4+...4+n—34+n—24+n—14+n= %,
seja verdadeira um certo n € N.
Dai temos que:
n-(n+1)

1~|—2+3~|—4+...+n—3+n—2+n—1+n+n+1:T+n+1
n-(n+1)+2-(n+1) (n+1)-(n+2)
B 2 B 2
Portanto a afirmagao é verdadeira V € N

]

B.3 PROVA POR INDUCAO DO METODO DE HE-
RON

Demonstracao. Queremos aproximacoes sucessivas para a raiz quadrada. Dado a € R é

uma sequéncia de nimeros reais positivos (z,)nen definida recursivamente por:

1
Tagt =5 (ﬂfn + a:ﬁ) Afirmamosquelim z,, = v/a (B.1)

n

Observacao B.3.1. A sequéncia x, € limitada

1
Vn > 1,2, = 3 ([L’n + E) >a (B.2)
Tn

Este fato resulta da desigualdade das médias vide 2.10. De fato o limite da equag¢ao
B.1 € verdadeiro, note que ao desenvolver a equacao B.2 teremos:
2 +a>2\a-x,
S22 -2-\a-x,+a>0
& (z, —v/a)* > 0. Seque-se que: |z, —+/a| >0, Vn € N. Observe que Vn > 2 os termos

desta sequéncia sdao maiores ou iguais a \/a.

Observacao B.3.2. A sequéncia x,, € decrescente a partir de n = 2.

a a
De fato n > 2, temos também z,, > \Ja = — < —

T, ~ Va

=1, >+

1 1 1 1

Assim para n > 2 a sequéncia (o), oy € decrescente e limitada inferiormente por \/a =
L =limzx,, entao L > +/a
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Observagao B.3.3. Se x; = \/a todos os termos da sequéncia também serdo. De fato
pOLS:
Vamos usar o principio da induc¢aoo matemdtica para mostrar este resultado.

Para n =1 teremos:

1 a
Tiv1 =5 |21+ —
2 T

a

(Va+ )= 5 ar v - 52 va - va

N | —

To =

Para n = 2 teremos:

1

a
Toyl = 3 (:702 + $—) , COmMo Ty = +/a teremos:
2

1 1 1
vy = <¢a+%>:§-(¢a+¢a)=§-z.¢a:¢a
Suponha que a afirmacgao seja verdadeira para um certo n € N. Entdo:

1
$+1:—'
" 2 Tn,

1 a

1 1
In+1=§'<\/a+\/a) 5'(\/5"‘\/5):5'2'\/_:\/5:V7LEN

(xn + i) ; Pela hipdtese de indugao x, = \/a . Dai

Portanto se x1 = +/a, entao x, = +/a, Yn € N

1
Além disso como x, 1 = 3 (xn + i) = L=Ilimx,..
L,

1
L:Iimxnﬂzi-(LJr%)<:>2-L2:L2+a:>L2:a:>L:\/E O

Observacao B.3.4. Velocidade de convergéncia
Vamos calcular o erro (¢ ) na préxima aproximag¢ao.
Para n > 2 teremos x,, > \/a = €1 = |z, — \/a| > 0, seque-se que:
1 a
€2 = |Tn1 — Val =$n+1—\/5=$n+1=§- <In+x—> —Va
n
1 1 a

<:>_. n —_ — —
5 T —|—2 . a
(2,)> =2 -va -z, +a
~
2-x,

(l'n_\/a)2 < (:Bn_\/a)2
2-x, T 2-4ya

Do fato de que limx, = +/a , podemos concluir que £, e €5 tendem a zero. Note que

& ,Vn > 2

nossa velocidade de convergéncia é de ordem quadrdtica, pois o erro €, € menor do que o

sequinte €9, e este € igual o quadrado do erro anterior multiplicado por uma constante, a

1 .
saber, | —— twer um erro com
2-va

. Sendo assim, se algum termo da sequéncia (y,), oy
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n casas de precisao o erro sequinte terd 2 -mn casas de precisao, isto mostra que a nossa

sequéncia (T, converge muito rapidamente a figura ?7% ilustra bem esta situacdo.
q neN 9 P g ¢

B.4 PROVA DA CONJECTURA

Assumindo como verdadeiras as informacoes abaixo:

1. Os raios dos circulos tangentes a reta nos pontos da forma ]—), possuem medida 52
4q q

, p rp 1 .
2. Os circulos tangentes nos ponto — e —; — < —, sao tangentes entre si se, e somente
S

qa S ¢
r_p

se, q-r—p-s=1« - —= = —— obviamente p e ¢, sao primos entre si, assim
s q q-s
como r e s também sao.

3. O conjunto dos pontos de tangéncia é o conjunto Q N [0, 1]

~ ., ~ .. D r
Demonstracao. Dados dois circulos de pontos de tangéncia = e —, podemos supor sem

. r . ) 1
perda de generalidade que P i —, se seus raios medirem

VA

respectivamente,

e
2.¢2 2.8

entao uma condicao necessaria para que os circulos sejam tangentes ¢ que a distancia

»

entre os centros dos circulos seja igual a soma dos raios dos mesmos como mostra a figura

2.21 1.

Figura B.1: Condicao de tangéncia entre dois circulos

d(A, B) = Rl + R2

Segue-se que:

r p2+ 1 1\ 1 L1
s q 2.¢2 2-82) 2.2 2-s2

'FONTE: Dados da pesquisa
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S(qr—p-s)’=1

Sqr—p-s=1
1

2-q?

e queremos calcular o raio y do circulo tangente aos dois e

, p .
Suponha que num certo momento temos circulos tangentes no ponto — e raio e

1
2. 52
tangente a reta como mostra a figura 2.22. Além disso vamos mostrar que o ponto de

r .
no ponto — com raio
S

A , p+r . . . .
tangéncia t ¢ =——, um niimero racional no intervalo [0, 1], e que seu raio ¢ -———.
q+s 2-(q+s)

Figura B.2: Raio y e ponto de tangeéncia t

. Utilizando a e(%ua(;éo 2.7 teremos:
1

— = +
VY 1 1
2.q2 2‘82

=q V2452




85

=(g+s)-V2
N 1
Y=-—"<" -~
(g+s)-V2
1
= B.3
Agora vamos utilizar a equagao 2.7 para encontrar o ponto de tangéncia t.
1 1
() )
q 2 ¢ 2-(q+s)?
1
¢ q-(¢+5s)
_p-(g+s)+1
q-(q+s)
p-q+p-s+1
= ;como q-r—p-s=1, teremos:
q-(q+s)
_pgtp-stqgr—p-s
q-(q+s)
_pgtqr
q-(q+s)
P ik (B.4)
q+s

Portanto, o ponto de tangéncia é um nimero racional no intervalo [0, 1].
Além disso ocorre a desigualdade:
p_ptr _r

- <
q q+s S

De fato, pois:

r optr _r-(gt+s)—s(lp+tr) g r+r-s—p-s—r-s

s q+s s+ (qg+s) N s+ (qg+s)

Como q-r —p-s =1, teremos:

———— > 0, portanto temos: r > Pt 7“.
s-(q+s) s q+s

+7r .
> B, pois:
S q

p
Da mesma forma teremos:

ptr p

q+ts q
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_ ¢ ptr)—p-(g+5s)
q-(q+9)

_patqr—pg—p-s
q-(qg+s)

1
q-(q+s)

Mostramos que, para os novos circulos criados, a diferenca dos pontos de tangéncia de
circulos vizinhos é uma fragao de denominador 1. Também mostramos que o ponto de
tangeéncia do novo circulo criado é um nimero racional. Resta mostrar que todos os raci-
onais no intervalo [0, 1] serao criados em algum momento por este procedimento, ou seja,

que todos os racionais ]—?, 0 <p < gq, emde(p,q) =1, sao pontos de tangéncia. Vamos
q

mostrar isso usando o Segundo Principio da Inducao. Para ¢ = 2, temos a fracao 2 que

ja foi criada.

Lembrando que dados dois circulos tangentes entre si, e tangentes a reta nos pontos

L ]2, com pi, p2, 1 e g2 € N* satisfazendo a equacao ps - g1 — p1 - g2 = 1. O novo
a 492
circulo criado tangente aos dois anteriores e tangente a reta, tera ponto de tangéncia na
. p1tp2 P
reta igual a =-.
G1+q ¢

Desta maneira p = py +ps = po = p—preq = q +q = ¢ = q— q. Dai tere-
mos:

p—p) a—p-(g—q)=1ep-q—p1-G—p1-q+p-q=1

<p-qr—pi-qg=1L

Seja ]—?, uma fragdo com 0 < p < ¢, e mde(p, q) = 1. Como mdc(p,q) = 1, o Teorema de
Bezogt garante que existem x e y, nimeros inteiros, taisp-x —q-y =1, como 0 < p < ¢
a fracao S €1[0,1. Se X =xg+k-qgeY =yo+k-p, k € Z, sdo solugoes da Equagao
Diofantina p- X —¢q-Y =1, se g, com 0 < p' < ¢ emde(p',q) =1, se ¢ < qsado
criados como solucao da equacgao, entao vamos mostrar que as fragoes P também sao
criadas como solucao da Equacao Diofantina. A Equacao Diofantina tem solucao geral:

p-(e+k-q)+q - (—y+k-p)=1VEkeZ

Desta forma escolhemos um k € Z, de forma que ¢ > xg = x+ k-q > 0 e seu
correspondente yo = —y + k - p, teremos p-xo — q-yo = 1. Note que xq deve ser diferente
de zero, caso contrario teriamos —q-yo = 1, o que é um absurdo, pois 1 nao é multiplo de

q, como 0 < zy < ¢, entdo q-yo =p-x9— 1 < p-q e, portanto, ¢-yo € [0,p - q]. Segue-se
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que q - yo < p- ¢, logo, yo < p, ou seja, yo € [0, p).

. . . . . ~ - Y DP—Y
Nossos primeiros candidatos a racionais sao os pontos de tangéncia — e
To (g — %o

. Observe

que eles pertencem ao intervalo [0, 1].

De fato:

~xg— 1 - T )
Dep-xo—q-yozl,temosyozp 0 <p 0<x0,p01sp<q.

Agora como ¢ < ¢, multiplicando ambos os membros por ¢ — p > 0 teremos:

ro-(¢—p)<q-(¢g—p)
sz0-(q—p)+1<q-(¢g—p)
Sqaxo—pro+1<¢®—p-q

Spqg—p-ro+1<q¢>—q-x0

@p-q—p-:ﬂ(ﬁl

Sq—20
q
~x9— 1
@p+p+§q—wo

<P =Y < q— X

Portanto os pontos de tangéncia pertecem ao intervalo [0,1]. Por hipé6tese de

inducao, todas as fragoes no intervalo [0,1] com denominador menor do que ¢, foram

criados como pontos de tangéncia, e portanto, L e P4

Zo q— Zo

, foram criados como pontos

de tangéncia.

, N Yo P— Yo
Agora vamos mostrar que os circulos tangentes a reta nos pontos — e

To 4 — To
tangentes entre si. Basta para isto calcular a diferenca entre os pontos de tangéncia.

sao

P—Y% Y
q— o Zo

(P —yo) o —yo - (q— o)

=
Zo - (q—ﬂﬂo)

P-To—To Yo+ To-Yo—q" Yo

=
Zo - (q—xo)

P-To—4q Yo

& s Ecomop-xg—q-y=1
o - (q — o)
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1

@—
1‘0‘(61—5130)

Isto mostra que os circulos tangentes a reta nestes pontos sao tangentes entre si, pois
a diferenca entre os pontos de tangéncia resultou numa fracao de denominador 1.

Finalmente, de acordo com a equagao 2.9, o circulo entre os dois anteriores é tan-
gente a eles e seu ponto de tangéncia na reta é:

Yo+pP—Y P

o +q — Zo 5

Isto mostra que todos os racionais sao criados em algum momento.



