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o comportamento caético de uma fungao

Este trabalho tem como objetivo mostrar
especifica.

Introducao

Existem fungoes com determinadas caracteristicas
que, para valores especificos de parametros, acabam
tomando comportamentos diferentes e complexos. E
o caso das funcgoes cadticas, fungoes que sao dificeis
de prever. Para analisar funcoes desse género, sao
analisados seus parametros e alguns graus de compor-
tamento através de técnicas bem definidas, trassando-
se assim um mapa logistico funcional.

Uma fungao deste género é a que aqui sera anali-
sada, dada por:

m.x,, se 0 <z, <0.5
m(l —x,), se 0.5 <z,<1

(1)

Esta é uma equacao recursiva, tomando o dominio
[0,1] — 0 < z, < 1 espera-se que sua imagem
pertenca ao mesmo dominio, uma vez que o ponto
T, ¢ a imagem de um ponto x,—_1 e o dominio de
um ponto Z,4+1, com o n como um parametro de
desenvolvimento temporal (computacionalmente, o
nimero da iteracao). Para isso, deve-se entao definir
um m que respeite e limite a funcéo ao intervalo
[0, 1].

Tp+1 =

Definicao de m

Para achar os pontos de m em que a euqgacao se
encontra limitada no intervalo esperado, testa-se para
os pontos maximos e minimos de ambos 0s casos.

010 S Tt < 0.5

Para 0 < x,4+1 < 0.5 analisa-se dois casos, os dois
limites do intervalo de validade da primeira equagao
Tpy1 =0e xpy1 =4.99---. E subsequentemente, a
relacdo com x, para os mesmos valores.

0 =max,
m = 0 para Vz,, € [0,1]

4.99--- =mx,
4.99--.
a:n=0:>m=T:>m—>oo (3)
m diverge.
4.99...
L —4.99... _ = —1 (4
x 99.---=m 4.99”.$m (4)

Obtém-se dessa forma,
0.5dm=0em=1.

para x,+1 <
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0.2 0.5 S Tn+1 S 1

Da mesma forma para 0.5 < z,,; < 1
analisa-se dois casos, os dois limites do inter-
valo de validade da segunda equacao x,+; =
0.5 e x, 1 = 1. E em seguida, a relagao com
T, para os mesmos valores.

0.5 =m(l —x,)
0.5
n=05 = —" =1 (5
T =m (1_0-5):>m (5)
1= L =m — (6)
Ty = m = m — 0o
(1-1)
m diverge.
1=m(l—x,)
0.5 = ! = 2 (7
x, = 0. m=-———=m=
(1-0.5)
1= L =m — (8)
Ty = m = m — 00
(1-1)
m diverge.

A partir das contas feitas, obtém-se entao
da Eq. 2 e da Eq. 7 os valores de maximo
e minimo, respectivamente, para m tais que
m € [0, 2], uma vez que os outros resultados
ou estao neste intervalo, ou divergem.

Pontos fixos de 12 Ordem e
Estabilidade

Os pontos fixos de primeira ordem sao os pon-
tos em que f(z,) = x, ou seja, Tpi1 = Ty
para n — 00, € 0 equivalente ao ponto em
que a série converge, visto que a distancia de
dois pontos tende a zero: |r,y1 — x,| — 0.
Estes pontos, se estaveis, sao chamados de
atratores da funcao, pois, mesmo com peque-
nas variacoes nos valores inicias o = xg + 0,
a funcao continua a convergir para o mesmo
ponto. Existem ainda os pontos fixos de or-
dem maior f(f(z)) = xpt2 = x,, ou, pontos
fixos instaveis, valores que orbitam um ponto
fixo.

Para se caracterizar a etabilidade dos pon-
tos fixos, analisa-se a forma como eles variam.
A variagao dos pontos da fun¢ao é vista como
a proporcao entre a variacao dos pontos da

imagem e da funcao, ou seja, a derivada no
ponto:

f(xn—&-l) - f(xn)

f(zn) = lim =

n—ro0 Tpt+1 — Tp

— lim Ln+2 — Tp4l ~ On+1 9)

n—=o0 Tn41 — Ln 671

. / 671—1—1

Assim, se |f'(z,)| < 1= 5| < 1 (10)
/ 571—1—1

el|f(z,)) >1= 5 >1 (11)

Da Eq. 10, a diferenca entre os pontos x,, e
ZTpa1 € maior que dos pontos seguites x,1 €
Tna2, 1SS0 mostra que a sequéncia esté conver-
gindo para um mesmo ponto e caracteriza-o
como um ponto fixo estavel, um ponto atra-
tor.

De forma semelhante, pela Fq. 11, a
distancia entre os pontos x, € x,11 € me-
nor que dos pontos seguites x,11 € T2, O
que indica uma divergéncia da funcao, como
sabe-se que a funcao é limitada, entre [0, 1],
e nao pode efetivamente divergir, inferi-se
que estes pontos assumem um certo compor-
tamento periddico e se repetem para algum
tempo esta repeticao depende da ordem do
ponto fixo.

Executando-se a relacao de igualdade para
achar os pontos fixos de primeira ordem, tal
que T* = Tpy] = Ty, para r, < 0.5 tem-se
que x*x = mx*x = m = 1 o que nao diz muita
coisa, ja para x, > 0.5:

xk =m(l — o*) = % = m — m.ox

zx(1+m) =m = zx = (12)

_m
(1+

m)

Deriva-se as equagoes para entender-se as
relagoes de estabilidade:

0<z,<0.5
f(xn) =m.x, = f'(x,) =m
comom € [0,2] = |f'(x,)]=m (13)
05<z,<1
f(xn) =m(l —xz,) = f(z,) = —m
[f'(@n)l = [ =m| = |f(zn)| =m (14)
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E assim, tem-se que os pontos fixos (de pri-
meira ordem) serao estaveis ou instaveis para
m < 1 em > 1, respectivamente.

Das equagoes obtidas (12, 13 e 14), testa-
se a estabilidade:

| (z%)|=m < 1= 'GL

<1
— %)

k< (1 — %)
1
parax*<1:>1:*<1—:1:*:>:1:*<§(15)

para zx > 1 = zx <z x—1=0< —1 (16)

Como a Fq. 16 resulta em absurso, temos
que todo ponto z,, < 0.5 é ponto fixo, para
m <1, (Eq. 15).

Estabilidade para m < 1

Para estes valores de coeficiente tem-se as
condicoes da Fq.15 satisfeitas, percebe-se as-
sim que os pontos fixos sao estaveis. Como
ry < 0.5, para algum n, tem-se x,+1 = m.x,
como m < 1 = x,41 < x,, como a funcao
¢ bem comportada neste regime, pode-se ex-
trapolar x, > xp,+1 > Tpeo > - € entao:
T, — 0 para n — o0.

Tomando-se igualmente a analise para um
dado z,, > 0.5, tem-se x,+1 = m(l — x,)
comom < le(l—uz,) <05 = z,41 =
m(1—x,) < 0.5, logo, a equagao para o T2
¢ diferente, tal que x40 = M.Tp11 = Tpyo <
Tp+1 € assim recai-se na Fg. 15, onde x, >
Tptl > Tpya > - = x, — 0, para n — o0.

Ou seja, se m < 1, independete do xg, para
n— oo = xrx=u1x, — 0.

Estabilidade para m =1

Para o coeficiente igual a 1 a situacao é um
tanto parecida, pois, com x,, < 0.5 = x,41 =
1.x,, ou seja, para qualquer n, r*x = x4 =
Ty, = -+ = T1 = Tg, logo, um ponto fixo
estavel.

Ja para um x; > 0.5 tem-se x4 = 1.(1 —
xj) como (1 —x;) < 0.5 = zj1; < 05 e
volta-se para situacao recém definida, onde
Tk = XTpy1 = Tp = -+ = Tjyo = lajy =
1.(1 — z;) para qualquer n, o que faz com
que o primeiro ponto menor que 0.5 seja o
ponto fixo estavel.

Estabilidade para m > 1

Para o coeficiente maior que 1 a situacao
comeca a ficar mais complexa de se anali-
sar, pois o m > 1 "forca’o crescimento da
funcao; com valores altos, a equacao passa
a se orientar também por (1 — z,) o que a
"forca” para valores menores. Assim, ocorre
que para um x, > 0.5 o produto x,,,1 € nive-
lado por um termo de crescimento e um de
decrescimento, tal que a func¢ao orienta-se de
forma oscilatéria, ora comandada por m ora
por (1 —x,).

Como ela oscila, nao existe um estado es-
taciondrio de ponto fixo estdvel (para pri-
meira ordem), o que existem sao pontos fixos
instaveis aos quais as fungoes orbitam. Inicia-
se entao um comportamento de bifurcacoes,
onde para m fixado, pouco maior que 1, a
funcao passa a assumir dois pontos bem de-
finidos, em torno do ponto fixo, sem nunca
alcanca-lo. Conforme aumenta-se o valor de
m, aumentam-se o nimero de bifurcagoes e
os pontos bem definidos da funcao. Para m
muito grande, a periodicidade dos pontos que
se repetem é muito grande ao ponto de nao
parecer que realmente repitam.

Pontos fixos de ordem maior

Conforme aumenta-se o coeficiente m,
aumenta-se o numero de bifurcacoes. To-
mando um valor de m pouco maior que 1,
tem-se que f(f(zn)) = Tpi2 = T, € ao
aumenta-lo, aumenta-se gradativamente os
periodos de repeticao dos pontos. Ou seja,

para m grande, Tp; = f(f(f(..f(zn)...)))

f@(x,) = z,. Com um perfodo grande,
a funcao pode ser vista como uma funcao
cadtica, uma vez que seus pontos sao pseudo-
aleatérios e demoram a se repetir.

Ponto fixo de 22 ordem

Para o ponto fixo de segunda ordem tem-se
que os pontos de repeticao se dao em x,, 19 =
Zp, ocorre entao uma subdivisao da equacao
para 4 situagoes, em que analisa-se cada caso:

(a): x, < 0.5 e x4 <0.5;

(b): z, <05 ez, > 0.5

(c): ©, > 0.5 e x,1 <0.5;

(d): x, > 0.5 e x,11 > 0.5.

Procura-se assim os pontos para que
f (f (l"n)) = x,, nestes intervalos:
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2

D Ty = MTpy = m(mz,) = mz,

(d) =1—5-<ax<1:

L —1E 1T+ A — 1)ax

m = 22
(b): x, =m(l —xppq) =m(l — (mzxy,)) = 2(zx — 1) (22)
=m —m’z,
(c): = m(zni1) = m(m(l = z,)) = Para ox =1 =5 0 =
2 2
=m" — Mo, —1i\/1+4(1—ﬁ—1)(1—ﬁ)
(d): z, =m(l —x,41) = m = -
=m(l —m(l —z,)) =m—m?+m’z, (1-5; -1
e Quando se considera o afastamento de z, m=—m| -1+ \/1 _ i + 4
de zero, percebe-se que em algum momento 2m  4m?
Tni1 sera igual a 0.5, e assim, recaira-se na 9
Eq. (c), para se descobrir este valor, tem-se 4m?2 — 8m + 4 ) )
entdo @41 = 0.5 = may,, logo, ©, = 5= ¢ A2 =0"=m"—2m+1
este é um ponto de troca de equacoes.
2+v4—-4
e Tomando-se entao agora, valores z,, > 0.5 =—=m=1 (23)
tais que x, ~ 1 = x,11 < 0.5, recai-se na Fjq. 2
(b), mas, conforme x,, decresce, x,,1 cresce, ) _
até o ponto em que ambos sejam maiores Paral. i* _1 1 j(l 1
que 0.5, este ponto ¢ ta% que 41 = 0.5 = _ —m oo (24)
m(l —w,) = 2, =1— 5~ 2(1-1)
Assim: m diverge.
m3x,, se 0 < ap < 5
_ m — m2x,, se ﬁ <z,<05 Por fim obtém-se entao das Fq. 20, 21, 23 e
Int2 = m? — m2z,, se 05 <, <1-— ﬁ 2/ os m’s relacionados a estabilidade dos pontos
m —m? + m?x,, sel—%gxngl fixos.
m (17) Primeiramente, nao hé grande interesse pelo

A condicao para que seja ponto fixo estavel
em segunda ordem ¢é |f'(z,42)| < 1. Para (a) e
(d) tem-se |f'(xp12)| = |m? = m? < 1; e para
(b) e (c): |f'(@ni2)l = | —m?| = m* < 1; assim,
a condicao para se ter pontos fixos de segunda
ordem estaveis em qualquer ponto da equagao é
m? <1=m < +1comom € [0,2] =m < 1.

1 1 1
<l l=2l — - < — 18
m m 2 2m ( )
1 1 1 1
S R T |
e —5> gy Tlog>l-gn (19)

Pela Fq. 18 e Eq. 19 vé-se que é impossivel
ter um ponto fixo estavel de segunda ordem xx
talqueﬁ < azx < 05e05 < xx < 1—%,
intervalos (b) e (c).

Procuram-se os valores de m com o teste dos
limites de intervalo para as respectivas equacaoes:

1.
(a) =0 < ox < 5~

rx=0=0=m’0=>m=VaeR (20)

1 1 , 1
= _— = _—=m’— =+1 (21
T* 2m:>2m mzm:>m (21)

caso trivial, uma vez que deseja-se um nimero
limitado de m’s (Eq. 20), entretanto a partir
dele e da analise de 1* ordem, pode-se pensar no
caso em que T, T,+1 < 0.5 e m < 1 de forma que
Tk = Tpyo =, =0 e 0 éum ponto fixo estavel
de 2* ordem, depois, deve-se ter em mente que
m € [0,2], logo o valor da Eq. 2/ nao é valido e,
pelo mesmo motivo, m de Eq. 21 e Eq. 23 sao
iguais e os tnicos validos.

Ou seja, como parte-se de m < 1 e chega-se
em m = 1, sem contar o 0, nao existem pontos
fixos estaveis acima de segunda ordem. E assim,
os pontos fixos (instdveis) de segunda ordem sao

dados por: zx = ﬁ = zx = 0.5 e também
Tx =1 — ﬁ = xx = 0.5. Ou, o Unico ponto
fixo de segunda ordem é o ponto zx = 0.5. O que
¢é plausivel de se imgainar, pois a relacao entre
as fungoes da Fq. 17 e seus intervalos foram
tomadas a partir do ponto de troca das funcgoes
ainda referente a Fq. 1, que é z, = 0.5.

Para segunda ordem tem-se entao dois pontos
fixos um estavel (zx = 0) e um instavel (xx =

0.5).
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Coeficiente de Lyapunov

Uma caracteristica de fungoes cadticas é o fato
de serem muito sensiveis a valores de condigoes
iniciais, de forma que ao se alterar pouco um valor
inicial a resposta final refletida se torna muito
grande.

A taxa com que a distancia entre dois pontos
aumenta em funcao das iteracoes é o coeficiente
de Lyapunov. Consideradas duas trajetérias de
pontos, x e x + ¢, tem-se a sequéncia em relagao
as iteracoes 1, Ta, T3, ..., Ty € L1+ 01, T+ 02, T3+
03, ..., T, + 0,, expandindo-se x em torno do in-
finitésimo x + 0, obtém-se entao pela primeira
ordem de aproximagao:

Tpt1 + 5n+1 = Tpy1 + f’(xn)én =

5n 1 !

= f() (25)
51 52 671 577, 1 / ! !

(Sn n—1 /

Ou seja, a proporcao da distancia dos resulta-
dos, em funcao da diferenca 0 é a multiplicacao
das derivadas em cada ponto (Eq. 26), como
os indices sao mudos, pode-se tomar o compor-
tamento de ¢ = 1 — n sem perda de generali-
dade. Por se tratar de uma série de multiplicagoes,
inferi-se que o comportamento seja equivalente
ao de uma exponencial para um coeficiente de
crescimento a definir:

Mt =2 =TI (@) =
i=1

On

5

A =In [ 11 @)l =D inl f' ()]
=1 1=1

=2 Smlf@) e
=1

Pela Eq. 27 é entao definido o coeficiente de
lyapunov, que ¢é usado para interpretar-se o de-
senvolvimento de uma funcao, o quao caética ela
é e em que pontos assim se comporta. O coefici-
ente Ay se comporta como uma media ponderada
dos modulos das derivadas, com o peso dado em
funcao de um logaritmo. Ou seja, é mais pre-
ciso para variacoes proximas de 1. Nos pontos

em que Az, = 0, pode-se pensar em aproximada-
mente (n|f'(x(m))] = 0= |f'(z(m))] =1, o que
representa, em relacao a m, um ponto em que
as variacoes dos pontos seguintes para os ante-
riores é a mesma (Eq. 9), logo, a fungao teria
um estado estacionario, um ponto intermediario
entre convergencia e divergéencia da equacao, o
que pode representar uma bifurcacao para os va-
lores de x,, dependentes de m, ou, para n — oo,
o ponto intermedidrio entre pontos fixos estaveis
e instaveis.

Programa

Na analise, foram-se calculados 600 m’s, para
0.9 < m < 2 e para cada m calcularam-se 700
pontos de x, dos quais os 300 primeiros foram
descartados, com o objetivo de se excluir a fase
transiente da funcao. Gerou-se entao o seguinte
programa:

main ()

{

int n = 700;

double x[n], m, lyap;

int i;

FILExdat = fopen("bigfile.dat","w");
FILExarq = fopen("lyap.dat","w");
m=0.9;

x[0] = 0.5;

lyap = O;

while (m<=2)
{

for (i=0;i<n-2;i++)

{

if (x[i]<0.5) x[i+1] = m*x[i];

if (x[i]1>=0.5) x[i+1] = mx(1-x[i]);
}

for (i=300;i<n-1;i++)

{

fprintf(dat,"%1f\t%1f\n" ,m,x[i]);
lyap = lyap + log(m);
b

lyap = lyap/(n-300);

fprintf (arq,"%1f\t%1f\n" ,m,lyap);
m += (2-0.9)/600;

}

lyap = lyap/(n-300);
}
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Analise Grafica

Bifurcacoes

Mapa de Bifurcagdo
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Figura 1: Grdfico de Bifurcagoes.

Obteve-se entao o grafico mostrado na Figura
1 para os Pontos x,, x m, onde pode-se perceber
claramente o comportamento de bifurcagao. Tem-
se que até m proximo de 1 todos os 400 pontos de
x, se encontram em 0. A partir de m = 1 ocorre
uma bifurcacao e agora os pontos demarcam dois
caminhos difusos que oscilam em torno do ponto
fixo instavel (xx = 0.5). Conforme cresce m,
aumentam-se a difusao e os pontos ficam me-
nos concentrados no que seriam possiveis pontos
fixos estaveis de segunda ordem. Para valores
maiores, proximos de m = 2, a complexidade do
comportamento aumenta muito, nao se separam
mais os dois ”"bracos”de pontos e o periodo de
repeticao dos valores é muito grande e dificil de
se determinar.

Lyapunov

Na Figura 2 é exposto o comportamento do co-
eficiente de Lyapunov pelo coeficiente m. como
analisa-se logaritmicamente, para valores negati-
vos a funcao é bem comportada, uma vez que as
variagoes sao menores que 1 (In|f'(z)| <1 —0<
|f'(z)| < 1), assim também, pode-se perceber que
para A, =0 = (|f'(2)]) = 1 = |f'(z)| = 1. As-
sim, a partir do ponto m = 1 a funcao inicia um
comportamento cadtico, com o apice para m = 2.

Pode-se notar que a fungao cruza apenas uma
vez o ponto \;, = 0, ou seja, ha apenas um ponto
de bifurcacao, o que corrobora com os resultados
obtidos na andlise de estabilidade, em que para
ordem maior que um nao héd pontos de bifurcacao
(ponto de passagem de ponto fixo estavel para
ponto fixo instdvel), uma vez que ndao hé pontos
fixos estaveis.

Cadtico (Lyapunov)
0.8 T T T T T T

06

04

Coeficiente de Lyapunov

02 +

08 1 1.2 1.4 1.6 18 2

Figura 2: Grdfico de Lyapunov.

Visualiza-se entao que param < 1, em qualquer
ordem, os pontos fixos sao estaveis e convergem
pra 0, logo a funcao é previsivel e bem compor-
tada. Ja para m > 1, em qualquer ordem, nao ha
pontos fixos estaveis e assim tem-se uma funcao
pouco previsivel e cadtica.

Conclusao

O trabalho mostrou a andlise de uma funcao, apa-
rentemente simples. Vé-se que de uma equacao
com comportamentos localmente lineares para x,,
especificos, tal que z,,+1 = (mz,, m(1—=x,), pode-
se tirar informagoes importantes, como por exem-
plo, o ponto em que a fungao exprime mais cla-
ramente seu comportamento nao linear, o ponto
em que age de forma oscilatéria e os instantes
em que nao ha como prever seu comportamento.
Este estudo trata de sistemas dinamicos, em que
se procura ordenacoes e comportamentos claros
em meio a desorganizacao (caos). Com ideias
como pontos atratores e pontos fixos de 2* ordem
(que oscilam os atratores), pode-se iniciar um pro-
cesso de aplicacao dos conhecimentos teodricos a
sistemas caoticos reais, como turbuléncias, clima,
sistemas naturais. Uma aplicagdao extremamente
pratica, no vies tedrico, é a criagao de gerado-
res de ntumeros aleatérios, que tem infindaveis
aplicagoes nos calculos computacionais pois efe-
tuam uma aproximacao mais real das situacoes
fisicas existentes, onde muitos comportamentos
sao cadticos e nao-lineares.
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